
الدورة العادیة  2016تصحیح الریاضیات   
الوظیفي : الأستاذ   

: التمرین الأول   

: ℕ 1 لیكن ࢔   من(  

ା૚࢔࢛ − ૜ =  
૜ + ࢔࢛

૞ − ࢔࢛
− ૜  لدینا 

=
૜ + ܖ࢛ − ૚૞ + ૜ܖܝ

૞ − ܖܝ

=
૝࢛࢔ − ૚૛

૞ − ࢔࢛

=
૝(࢛࢔ − ૜)

૛ + (૜ −  (࢔࢛

ℕ ࢔࢛    لكل   ࢔  منା૚ − ૜ =  
૝(࢛࢔ − ૜)

૛ + (૜ − (࢔࢛  و منھ  

ℕ  ܖܝ  لكل  ܖ  من <  * بین أن     3

࢛૙ = ૛   لأن  ࢛૙ < ࢔  لدینا    3 = ૙  من أجل ← 

ℕ لیكن ࢔  من ← 

ା૚ܖܝ < ܖܝ  و لنبین أن     3 <  نفترض أن    3

ା૚ܖ࢛ − ૜ =
૝(ܖܝ − ૜)

૛ + (૜ − (ܖܝ  لدینا  

ܖ࢛ − ૜ < ܖܝ  فإن   0 <  و بما أن   3

૛(࢛࢔ − ૜) < 0 ∶  بالتالي 

૙ < 3 − ܖ࢛ ܖܝ    فإن      <  و بما أن   3

૙ < 2 + (૜ −  و بالتالي  (ܖ࢛

ା૚࢔࢛ − ૜ <  أي      0
૝(࢛࢔ − ૜)

૛ + (૜ − (࢔࢛ <  و منھ  0

ା૚ܖ࢛ <  أي    3



ℕ   ࢔࢛     لكل        ࢔   من < 3 ∶  ← و بالتالي

-أ -)2  

: ℕ لیكن ࢔  من  

ା૚ܖ࢜ =  
ା૚ܖܝ − ૚
૜ − ା૚ܖܝ

 

=

૜ + ࢔࢛
૞ − ࢔࢛

− ૚

૜ − ૜ + ࢔࢛
૞ − ࢔࢛

=
૜ + ࢔࢛ − ૞ + ࢔࢛

૚૞ − ૜࢛࢔ − ૜ − ࢔࢛
 

=
૛࢛࢔ − ૛

−૝࢛࢔ + ૚૛ 

=
૛
૝ .

࢔࢛ − ૚
૜ − ࢔࢛

 

ା૚࢔࢜ =
૚
૛ . ࢔࢜  إذن 

. ૚
૛

 و منھܖܞ متتالیة ھندسیة أساسھا

(࢔࢜) 2/1ھندسیة أساسھا   بما أن : استنتاج   

ℕ ࢔࢜  لكل   ࢔   من = ࢜૙(
૚
૛)࢔  فإن 

ܖܞ =
૙ܝ − ૚
૜ − ૙ܝ

= ૚ ∶  و لدینا 

ℕ  ࢔࢜   لكل  ࢔   من = (
૚
૛)࢔  إذن 

  -ب -)2

:ℕ  لیكن  ࢔   من  

ܖܞ =
ܖܝ − ૚
૜ − ܖܝ

 لدینا 

૜࢜ܖ − ܖܝܖܞ = ܖܝ − ૚  إذن 



ܖܝ + ܖܝܖܞ = ૜ܖܞ + ૚ ∶  بالتالي

૚)࢔࢛ + (࢔࢜ = ૜࢜࢔ + ૚ 

ℕ ࢔࢛   لكل   ࢔  من =  
૚ + ૜࢜࢔

૚ + ࢔࢜
 و منھ 

 * نكتب  ࢔࢛   بدلالة   ࢔ :

࢔࢜ = (
૚
૛)࢔࢛     و   ࢔ =

૚ + ૜࢜࢔

૚ + ࢔࢜
 ∶  لدینا 

∋ ࢔∀  ℕ  ; ࢔࢛   =  
૚ + ૜(૚

૛)࢔

૚ + (૚
૛)࢔

 إذن 

  -ج -)2

) ࢓࢏࢒
૚
૛)࢔ = ૙     فأن   − ૚ <

૚
૛ <  بما أن  1

࢔࢛ ࢓࢏࢒ = ૚ 

: 2التمرین   

- أ -)1  

ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮࡭ (૚; ૙; −૚)  لدینا 

ሬሬሬሬሬ⃗࡯࡭ (૙; ૚; −૛)  و 

ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮࡭ ∧ ሬሬሬሬሬ⃗࡯࡭  = ቚ૙ −૛
૚ ૛ ቚ ଙ⃗ −  ቚ૚ −૛

૙ −૛ቚ ଚ⃗ + ቚ૚ ૙
૙ ૚ቚ ࢑ሬሬ⃗  إذن  

ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮࡭ ∧ ሬሬሬሬሬ⃗࡯࡭ = ૛ଙ⃗ + ૛ଚ⃗ + ࢑ሬሬ⃗  و منھ  

- ب -)1  

ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮࡭   منظمیة على  (࡯࡮࡭) ∧ ሬሬሬሬሬ⃗࡯࡭   لدینا     

:  تكتب على شكل  (ABC)  معادلة المستوى إذن  

૛࢞ + ૛࢟ + ࢠ + ࢊ = ૙ 

.0عدد حقیقي نحدد   d   حیث



૝ + ૛ + ૜ + ࢊ = ૙     ࡭     إذن ∈ (࡯࡮࡭)  ∶  و لدینا

ࢊ =  أي              ૢ−

૛࢞ + ૛࢟ + ࢠ − ૢ = ૙ ∶ ∶ معادلة  (࡯࡮࡭)    ھي   و منھ  

-أ -)2  

,࢞)ࡹ   نقطة من الفضاء ࢟,  لتكن  (ࢠ

ࡹ ∈ (ࡿ)  ↔   (࢞૛ − ૛࢞) + (࢟૛ + ૛࢟) + ૛ࢠ = ૜૝         لدینا 

         ↔ (࢞ − ૚)૛ − ૚ + (࢟ + ૚)૛ − ૚ + ૛ࢠ = ૜૝ 

↔ (࢞ − ૚)૛ + (࢟ + ૚)૛ + ૛ࢠ = ૜૟ 

૟ و شعاعھا ھو ૑(૚, −૚, ૙)   و منھ مركز  (ࡿ)  ھو 

-ب -)2  

,൫࣓ࢊ ൯(࡯࡮࡭) =  
|૛ ∗ ૚ + ૛(−૚) + ૙ − ૢ|

√૛૛ + ૛૛ + ૚૛
= ૜ 

,൫࣓ࢊ ൯(࡯࡮࡭) <  بما أن  6

  فإن      (࡯࡮࡭)   یقطع (ࡿ)  وفق دائرة  (࢘)

-أ -)3  

ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮࡭  منظمیة على  (࡯࡮࡭) ∧ ሬሬሬሬሬ⃗࡯࡭   ∶  لدینا   

 بما أن               (∆)   عمودیة على  (࡯࡮࡭)

ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮࡭  موجھة للمستقیم      (∆) ∧ ሬሬሬሬሬ⃗࡯࡭  فأن         

૑ ∈  و لدینا  (∆)

: ھو    إذن تمثیل بارامیتري ل (∆)

൝
࢞ = ૚ + ૛࢚   
࢟ = −૚ + ૛࢚
ࢠ = ࢚         

�   (࢚ ∈ ℝ) 

(࢘)  ھو المسقط العمودي للنقطة ૑ على المستوى (࡯࡮࡭)أي نقطة تقاطع(࡯࡮࡭) و(∆)  مركز الدائرة  -ب - )3  

: نجد   (∆) في التمثیل البارامیتري للمستقیم    B بتعویض إحداثیات 



 ࢚ = ૚    أي ൝
૜ = ૚ + ૛࢚   
૚ = −૚ + ૛࢚
૚ = ࢚         

� 

࡮ ∈  و ھذا یعني أن  (∆)

࡮ ∈  و لدینا  (࡯࡮࡭)

 (ABC)  و (∆) ھي نقطة تقاطع    B  إذن 

 و منھ  ࡮    مركز    (࢘)

:على النظمة   (r) یمكن تحدید مركز الدائرة :  ملاحظة   

൝
࢞ = ૚ + ૛࢚

࢟ = −૚ + ૛࢚
ࢠ = ࢚

�   ૛࢞ + ૛࢟ + ࢠ − ૢ = ૙ 

:التمرین الثالث   

:ممیز المعادلة ھو )1  

∆= (−૝)૛ − ૝ ∗ ૚ ∗ ૛ૢ = −૚૙૙ 

: إذن للمعادلة حلین عقدیین مترافقین  ھما   

૚ࢠ =
૝ − ૚૙૙√࢏

૛
= ૛ − ૞࢏ 

૛ࢠ = ത૚ࢠ = ૛ + ૞࢏ 

ࡿ = {૛ − ૞࢏ , ૛ + ૞إذن  {࢏ 

- أ - )2  

࢛ = ࢈ − ࣓ 

= ૞ + ૡ࢏ − ૛ + ૞࢏
= ૜ + ૜࢏         

|࢛| = √ૢ + ૢ = ૜√૛  لدینا ∗ 

࢛ = ૜√૛ ቆ 
√૛
૛

+ ࢏
√૛
૛

ቇ  إذن  

= ૜√૛ ቀ
ૈܛܗ܋

૝
+ ܖܑܛܑ

ૈ
૝

ቁ 

(ܝ)܏ܚ܉ =
ૈ
૝

 [૛ૈ]  و منھ 



  -ب - )2 بما أن  ഥ࢛   مرافق   ࢛

(ഥ࢛)ࢍ࢘ࢇ ≡ −
࣊
૝

 [૛࣊]  فإن 

–ج  - )2  

ࢇ − ࣓ = (૞ + ૛࢏) − (૛ + ૞࢏) 

= ૜ − ૜࢏ 
= ഥ࢛ 

࡭࣓ = ࢇ|  − ࣓| =  لدینا     |࢛|

࡮࣓ = ࢈| − ࣓| = |ഥ࢛| =  و     |࢛|

࡭࣓ =  إذن  ࡮࣓

ࢍ࢘ࢇ
࢈ − ࣓
ࢇ − ࣓

≡ ቀ ࢍ࢘ࢇ  
࢛
ഥ࢛

ቁ     [૛࣊] 

ቀ ࢍ࢘ࢇ
࢛
ഥ࢛

ቁ ≡ (࢛) ࢍ࢘ࢇ −  [૛࣊](ഥ࢛)ࢍ࢘ࢇ

≡
࣊
૝

− ቀ−
࣊
૝

ቁ  [૛࣊]

≡
࣊
૛

 [૛࣊]

 ࢍ࢘ࢇ
࢈ − ࣓
ࢇ − ࣓

≡
࣊
૛

 [૛࣊]  إذن 

: لدینا –د  - )2  

൝
࡭࣓ = ࡮࣓

 ࢍ࢘ࢇ
࢈ − ࣓
ࢇ − ࣓

≡
࣊
૛

 [૛࣊]
� 

ቊ
࡭࣓ = ࡮࣓

൫࣓࡭ሬሬሬሬሬሬ⃗ , ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮࣓ ൯തതതതതതതതതതതതത  ≡
࣊
૛

 [૛࣊] �  إذن 

 R بالدوران    A  و بالتالي  صورة 

B و زاویتھ ھي     الذي مركزه ࣓

:التمرین الرابع

4R     6V 

:نسحب في آن واحد  )1  

عناصر  10ن نتیجة للتجربة ھي تألفیھ لعنصرین من بیإذن كل   



=  و منھ  

یعني سحب كرتین حمراوین   A  الحدث 

=  إذن 

( ) = =  و منھ 

2 – ) -  أ

.عند سحب كرتین حمراوین  2  يھ X قیم 

عند سحب كرة حمراء و كرة خضراء  3       

عند سحب كرتین خضراوین  4 

 .�2, 3,4�  و منھ مجموعة قیم X  يھ

) - ب-  2

.یعني سحب كرة حمراء و كر  �X=3� ءارضخ ة   ثدحلا 

( )  إذن 

( ) = =  و منھ 

( ) ( ) =

( ) =  = =

 قانون احتمال  X  وھ :

 2 3 4 

( = ) 

: ةلأسم

( ) = −∞ 1  - ) -  أ

 لأن  

)- ب - 1

→
( ) − ( − ) =

→
−  



= ܕܑܔ
࢞→ିஶ

࢞ࢋ)࢞ࢋ − ૝) = ૙ 

:(∆)  مقارب  ل   ࢌ࡯   بجوار  ∞− ࢟ = ૛࢞ − ૛  إذن المستقیم 

–أ  - )2  

ܕܑܔ
࢞→ାஶ

܎ = ܕܑܔ 
ାஶ→ܠ

൫૛ܠ − ૛ + ܠ܍)ܠ܍ − ૝)൯ = +∞ 

ାஶ→࢞ܕܑܔ ࢞ࢋ =  لأن  ∞+

–ب  - )2  

ܕܑܔ
࢞→ାஶ

(࢞)ࢌ
࢞

= ܕܑܔ
࢞→ାஶ

൭૛ −
૛
࢞

+
࢞ࢋ

࢞
࢞ࢋ) − ૝)൱ = +∞ 

 +  جمیا في اتجاه محور الأراتیب جوار یقبل فرعا شل  Cf  ھندسیا 

: لدینا   ℝ  أ  -)3 لكل  ࢞  من-  

(࢞)ᇱࢌ = ૛ + ૛ࢋ૛࢞ − ૝࢞ࢋ = ૛൫ࢋ૛࢞ − ૛࢞ࢋ + ૚൯ 

= ૛(࢞ࢋ − ૚)૛ 

:ℝ    ࢌ    لكل  ࢞ منᇱ(࢞)  ≥ ૙ 3 (–  لدینا  -ب  

∀࢞ ∈ ℝ,      ࢌᇱ(࢞) = ૙ ⇔ ࢞ࢋ) − ૚)૛ = ૙ 

 ⇔ ࢞ࢋ  = ૚ 

  ⇔ ࢞ = ૙ 

ℝ  إذن ࢌ   تزایدیة قطعا على 

:جدول التغیرات   

࢞ −∞  ૙ + ∞ 

 +  +  (࢞)ᇱࢌ

 ∞+  (࢞)ࢌ

−∞ 

(૚)ࢌ ∗ (૝࢔࢒)ࢌ = ⋯ < ૙     [૚; –ج  - )3 الدالة ࢌ متصلة و تزایدیة قطعا على[૝࢔࢒  

(ࢻ)ࢌ = ૙  حسب مبرھنة القیم الوسطیة  ]૚; (࢞)ࢌ  تقبل حلا وحیدا  ࢻ   في  ]૝࢔࢒ = ૙ إذن المعادلة 

(ࢻ)ࢌ = ૙  حیث   ]૚;  و منھ یوجد  ࢻ   من  ]૝࢔࢒



:࢞ ∈ ℝ 4(-  لیكن  –أ  

: لدینا  

(࢞)ࢌ − (૛࢞ − ૛) = ૛࢞ࢋ  − ૝࢞ࢋ 

         = ࢞ࢋ)࢞ࢋ − ૝) 

૙ <  لدینا ࢞ࢋ

࢞ࢋ  − ૝  ࢌ  ھي إشارة(࢞) − (૛࢞ − ૛)  إذن إشارة 

࢞ࢋ − ૝ = ૙ ⇔ ࢞ࢋ  = ૝
࢞ = ૝࢔࢒

࢞ࢋ − ૝ > ૙ ⇔ ࢞ࢋ  > ૙
 ⇔ ࢞ >  ૝࢔࢒

,૝࢔࢒[ (࢞)ࢌ   ࢞  ]∞+ − (૛࢞ − ૛) > ૙  و منھ 

]−∞, (ܠ)܎    ܠ    ]૝࢔࢒ − (૛ܠ − ૛) < ૙و 

;૝࢔࢒[  و بالتالي ࢌ࡯  یوجد فوق (ࡰ)    على  ]∞+

]−∞;  و ܎۱  یوجد تحت (۲)  على   ] ૝࢔࢒

:لدینا   ℝ  ب - )4 لكل  ࢞  من-  

(࢞)ᇱᇱࢌ = ૝(࢞ࢋ − ૚)࢞ࢋ 

(࢞)ᇱᇱࢌ = ૙ ⇔ ࢞ࢋ  − ૚ > ૙
࢞ > ૙         

,૙)ࡵ  نقطة انعطاف ࢌ࡯ −૞)  مع تغییر إشارتھا فإن  ૙  ࢌ  تنعدم فيᇱᇱ   بما أن 

ࢌ࡯: إنشاء  - ج-)4  



–أ  - )5  

න ൫ࢋ૛࢞ − ૝࢞ࢋ൯࢞ࢊ = 
૝࢔࢒

૙
ቈ
૛࢞ࢋ

૛
− ૝࢞ࢋ቉

૙

૝࢔࢒

= ቆ
૝࢔࢒૛ࢋ

૛
− ૝࢔࢒ࢋ૝ቇ − ൬

૚
૛

− ૝൰ 

= (ૡ − ૚૟) +
ૠ
૛

= −ૡ +
ૠ
૛

= −
ૢ
૛

: المساحة ھي –ب  - )5  

ࡿ = න (࢞)ࢌ| − (૛࢞ − ૛)|  ࢞ࢊ 
૝࢔࢒

૙
 ࢇ࢛ 

=  න หࢋ૛࢞ − ૝࢞ࢋห    ࢞ࢊ 
૝࢔࢒

૙
∗ ૚࢓ࢉ૛ 

૚ ≤ ࢞ࢋ ≤ ૝       إذن    ૙ ≤ ࢞ ≤  و لدینا  ૝࢔࢒

࢞ࢋ)࢞ࢋ − ૝) ≤ ૙  ࢞ࢋ    و بالتالي − ૝ ≤ ૙  أي 

:و منھ   

ࡿ = න ൫૝࢞ࢋ − ૛࢞൯ࢋ
૝࢔࢒

૙
 ૛࢓ࢉ  .      ࢞ࢊ  

= − න ૛࢞ࢋ − ૝࢞ࢊ      ࢞ࢋ 
૝࢔࢒

૙
 .  ૛࢓ࢉ

:ھي   E نعتبر المعادلة الممیزة ب   -أ-  

࢘૛ − ૜࢘ + ૛ = ૙ 

∆= (−૜)૛ − ૝ ∗ ૚ ∗ ૛ = ૚ 

࢘૚ =
૜ − ૚

૛
= ૚

࢘૛ =
૜ + ૚

૛
= ૛

 إذن 

−  بما یلي  ℝ  و منھ حلول  (ࡱ)  ھي الدوال المعرفة على 

࢞ ⟼ ࢞ࢋࢻ   +  ૛࢞ࢋࢼ



ℝ مع  ࢻ  و  ࢼ  من 

:(E) حل المعادلة   g لدینا  - ب -)1  

൫∃(ࢻ, (ࢼ ∈ ℝ૛൯(∀࢞ ∈ ℝ) ; (࢞)ࢍ = ࢞ࢋࢻ +  ૛࢞ࢋࢼ

∀࢞ ∈ ℝ  , (࢞)ᇱࢍ = ࢞ࢋࢻ + ૛ࢋࢼ૛࢞  و لدینا 

ᇱ(૙)܏ = હ + ૛઺  ܏        و(૙) = હ + ઺  إذن 

൜ࢻ = −૝
ࢼ = ૚    � ൜ أي   ࢻ + ࢼ = −૜

ࢻ + ૛ࢼ = −૛ �  و منھ  

∀࢞ ∈  ℝ ; (࢞)ࢍ    =  −૝࢞ࢋ +  و بالتالي  ૛࢞ࢋ

2(  

∀࢞ ∈ ,૝࢔࢒[  ૛࢞ࢋ ;   ]∞+ − ૝࢞ࢋ > ૙    ࢔࢒[    و૝; ࢞  قابلة الاشتقاق على ]∞+ ⟼ ૛࢞ࢋ − ૝الدالة  ࢞ࢋ  

࢞ ⟼ ૛࢞ࢋ൫࢔࢒ − ૝࢞ࢋ൯  إذن الدالة 

∀࢞ > (࢞)ᇱࢎ   ;     ૝࢔࢒ =  
૛ࢋ૛࢞ − ૝࢞ࢋ

૛࢞ࢋ + ૝࢞ࢋ  و 

=
૛(ܠࢋ − ૛)

ܠ܍ − ૝

൜ࢋ૛ − ૛ > ૛
࢞ࢋ − ૝ > ૙

� ࢞  فإن   >  بما أن   ૝࢔࢒

;૝࢔࢒[ زایدیةت قطعا  على  ]∞+  و منھ  ܐ  

 و لدینا  ࢎ  متصلة على ]∞+ ;૝࢔࢒[ لأنھا  قابلة للاشتقاق علیھ

∶  إذن   ࢎ  تقبل دالة عكسیة ૚ିࢎ  معرفة على المجالࡶ حیث

ࡶ = ;૝࢔࢒[)ࢎ +∞[) =  ቃ ܕܑܔ
૝శ࢔࢒→࢞

,   (࢞)ࢍ ܕܑܔ
࢞→ାஶ

 ቂ(࢞)ࢍ

࢚ = ૛࢞ࢋ − ૝نضع  ࢞ࢋ 

(࢞ → (ା(૝࢔࢒)   ⟹   (࢚ →  ૙ା)  و لدینا 

ܕܑܔ
૝శ࢔࢒→࢞

(ܠ)܎ = ܕܑܔ 
૙శ→ܜ

ܜܖܔ =  إذن  ∞−

ܕܑܔ
࢞→ାஶ

ܠ܍)ܠ܍൫ܖܔ − ૝)൯ =  و لدینا  ∞+

ࡶ = ]−∞; +∞[ 

:لدینا  –ب  - )2  



(૞࢔࢒)ࢎ = ૞࢔࢒૛ࢋ൫࢔࢒ − ૝࢔࢒ࢋ૞൯ 

= ૛૞)࢔࢒ − ૛૙) =  ૞࢔࢒

൫ିࢎ૚൯ᇱ൫࢔࢒(૞)൯ =  
૚

൯(૞࢔࢒)૚ିࢎᇱ൫ࢎ
=  

૚
 (૞࢔࢒)ᇱࢎ

൫ିࢎ૚൯(࢔࢒૞) =
૚

૜૛
(૞࢔࢒)ᇱࢎ  و منھ  =  ૛(࢔࢒ࢋ૞ − ૚)૛ = ૜૛  و لدینا 


