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الاشتقاق
1رقمالحصة

I. الاشتقاق في نقطةx0

تعریف.1
→إذا و فقط إذا كانx0قابلة للاشتقاق في fتكون  ( ) ( ) = ∈ ℝ

→و نكتب   ( ) ( ) = ( .x0عند fو یسمى العدد المشتق للدالة (

ملاحظة .2
)لدینا  ) = → ( ) ( ) = → ( ) ( )

التأویل الھندسي.3

a. نشاطgeogebra
= f(x): المعرفة ب fأنشئ في معلم متعامد المنحنى الممثل للدالة .1 -0,1 x² + 3,6
0,1بخطوات متقایسة إلى 6إلى 6-یتغیر من curseur aانشئ .2
a = 5أولا ضع .3
A ( a,f(a))انشئ النقطة .4
Aفي النقطة (Cf)المماس للمنحنى (T)أنشئ المستقیم .5
(T)میل المستقیم ) على الشكل (حدد و أظھر .6
0,01بخطوات متقایسة إلى 5إلى 10-یتغیر من curseur hأنشئ .7
=hضع .8 -7
B ( a+h, f(a+h))أنشئ النقطة .9

(AB)المستقیم أنشئ .10
(AB)میل المستقیم ) على الشكل (حدد و أظھر .11
ماذا تلاحظ0یؤول إلى hإجعل .12
x0عند fاستنتج التأویل الھندسي للعدد المشتق للدالة .13 = a

b.الحل
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إلى الصفرhالشكل بعدما آل 

جرب بنفسك

معادلة المماس لمنحنى دالة.4
M0(x0یقبل في النقطة (Cf)فإن x0قابلة للاشتقاق في النقطة fإذا كانت  ;f(x0)) مماسا(T) میلھf’(x0)

(T):معادلتھ الدیكارتیة ھي و  : y = f’(x0) (x-x0)+f(x0)
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الاتصال و الإشتقاقخاصیة.5
aتكون متصلة في aكل دالة قابلة للإشتقاق في نقطة 

ملاحظة.6
:عكس ھذه الخاصیة غیر صحیح فمثلا الدالة  → | متصلة و غیر قابلة للإشتقاق في الصفر|

تأكد من ذلك

M0

X0

f (x0)

(T): y=f’(x0)(x-x0) + f(x0)

(Cf)



meljohra@gmail.com الإشتقاق http://www.meljohra.ift.cx

meljohra@gmail.com Page 8

2الحصة رقم 

للإشتقاق بدالة تألفیةالتقریب المحلي لدالة قابلة.7
خاصیة و تعریف

aدالة قابلة للإشتقاق في نقطة fلتكن 

.aعند fتسمى الدالة التآلفیة المماسة للدالة g(x) = f’(a)(x-a) + f(a): بما یلي IRالمعرفة على gالدالة التآلفیة 

تمرین .8
): المعرفة بما یلي fنعتبر الدالة  ) = √ +

a= 0عند fأدرس قابلیة اشتقاق الدالة .1
أول النتیجة المحصل علیھا.2
a=0بدالة تآلفیة بجوار fحدد تقریبا للدالة .3
√: استنتج قیما مقربة لكل من العددین .4 , و √ ,

الحل.9
a = 0عند fدراسة اشتقاق الدالة .1

:لدیا 

→ ( ) ( ) = → √ = → √ =
½ = f ‘ (0): دالة قابلة للاشتقاق في الصفر و لدینا fإذن 

A(0في النقطة (T)یقبل مماسا (Cf)دالة قابلة للاشتقاق في الصفر فإن المنحنى fبما أن : التأویل الھندسي .2 ;

f(0)) معاملھ الموجھ ھوf’(0) = ½ و معادلتھ :( ): = +
)تقبل دالة تآلفیة مماسة لھا عند الصفر و ھي f: قابلة للاشتقاق في الصفر و منھ fالدالة .3 ) = +

√: أي بجوار الصفر لدینا  + ≈= +
√لدینا بجوار الصفر .4 + ≈= +

√و منھ  , = √ + , ≈ , √أي + + , ≈ ,
√: و كذلك  , = √ − , ≈ − , √أي + , ≈ ,
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3الحصة رقم 

II. الاشتقاق على الیسار–الاشتقاق على الیمین

تعریف.1
→إذا و فقط إذا كانx0قابلة للاشتقاق على الیمین في fتكون  ( ) ( ) = ∈ ℝ

→و نكتب  ( ) ( ) = ( )
→إذا و فقط إذا كانx0قابلة للاشتقاق على الیسار في fتكون  ( ) ( ) = ∈ ℝ

→و نكتب  ( ) ( ) = ( )
التأویل الھندسي.2

a.نصف مماس
M0(x0یقبل في النقطة (Cf)فإن x0في ) أو على الیسار( قابلة للاشتقاق على الیمین fإذا كانت  ;f(x0)) نصف

:معادلتھ الدیكارتیة ھي (T))  أو على الیسار( مماس على الیمین    

1الشكل 

2الشكل 

X0

f(x0)

(T) : y = fd’(x0) (x-x0)+f(x0)

(Cf)
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b. نقطة مزواةpoint anguleu
x0غیر قابلة للاشتقاق في fلكن x0و قابلة للاشتقاق على الیسار في x0قابلة للاشتقاق على الیمین في fإذا كانت 

fg’(x0)( أي                   ≠fd’(x0) ( فإن(Cf)  یقبل نقطة مزواة عندM0(x0 ;f(x0)) أنظر الشكل

c. نصف مماس مواز لمحور الأراتیب
→إذا كان  ( ) ( ) = →أو  ∞± ( ) ( ) = M0(x0یقبل في (Cf)فإن ∞± ;f(x0))

نصف مماس مواز لمحور الأراتیب  أنظر الشكل 

(Tg) : y = fg’(x0) (x-x0)+f(x0)
(Td) : y = fd’(x0) (x-x0)+f(x0)

(Cf)

X0

f(X0)

)

X0

f(x0)

(T) : y = fg’(x0) (x-x0)+f(x0)

(Cf)
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اشتقاق دالة في نقطة: خاصیة .3
x0⇔f’g(x0)=f’d(x0)قابلة للاشتقاق في f: لدینا  ∈ ℝ

الإشتقاق و الإتصال: خاصیة .4
) العكس غیر صحیح( x0متصلة في fفإن x0قابلة للاشتقاق في fإذا كانت 

تمرین .5

0]الدالة العددیة المعرفة على fلتكن  ; + : بما یلي ]∞
( ) = √ − ; ≤ < 1( ) = ² , ≥

1متصلة في fتحقق أن الدالة .1
f1أدرس قابلیة اشتقاق الدالة .2
ثم أول النتیجة ھندسیا0على الیمین في fأدرس قابلیة اشتقاق الدالة .3

الحل.6

X0

f(x0)
(Cf)

(Cf)

X0

f(x0)

X0

f(x0)

(Cf)
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a. دراسة اتصال الدالةf 1عند :

→: لدینا  ( ) = → √ − =
→و ( ) = → ² =

f(1)=0و 

→:  و منھ  ( ) = → ( ) = ( )
1دالة متصلة في النقطة fإذن 

b. دراسة اشتقاق الدالةf 1في النقطة

: على الیمین 
 1 1 1

( ) (1) ² 1 1 1lim lim lim
1 4 1 4 2x x x

f x f x x IR
x x     

  
   

 

½ = f’d(1)و 1قابلة للإشتقاق على الیمین في fومنھ 

: على الیسار 
1 1 1

( ) (1) 1 1 1lim lim lim
1 1 21x x x

f x f x IR
x x x     

 
   

  

½ = f’g(1)و 1قابلة للإشتقاق على الیسار في fومنھ 

)بما أن  ) = ( 1قابلة للإشتقاق في النقطة fفإن (

c. دراسة اشتقاق الدالةf0في النقطة على الیمین :

0 0 0 0

( ) (0) 1 ( 1) 1lim lim lim lim
0x x x x

f x f x x
x x x x       

   
    



غیر قابلة للإشتقاق على الیمین في الصفرfإذن 

بما أن : التأویل الھندسي 
0

( ) (0)lim
0x

f x f
x 


 


یقبل نصف مماس في النقطة (Cf)فإن المنحنى 

A(0 مواز لمحور الأراتیب و موجھ نحو الأعلى(1;
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4الحصة رقم 

III. المشتقةالعملیات على الدوال

الدالة المشتقة-الإشتقاق على مجال: تعریف .1
f قابلة للاشتقاق على مجال مفتوحI⇔f قابلة للاشتقاق في كل نقطةx0 من المجالI

a]قابلة للاشتقاق على مجال مغلق fتكون  ;b] إذا كانت قابلة للإشتقاق على المجال المفتوح]a ;b[ و قابلة للإشتقاق على
bو و قابلة للإشتقاق على الیسار في aالیمین في 

: معرفة كالتالي ) إن وجدت(الدالة المشتقة 
' :

'( )
f I IR
x f x




تذكیر ببعض العملیات على الدوال المشتقة.2
(f+g)’=f’+g’

(αf)’=αf’

(fg)’=f’g+fg’

= ²= ²=
(sinx)’=cosx

(cosx)’=-sinx

(tanx)’=1+tan²x

تمرین تطبیقي .3
في كل حالة من الحالات التالیةIعلى المجال fحدد الدالة المشتقة للدالة 

a.= ] ; +∞[ ; ( ) = √
b.= ; ( ) =

الحل.4

f 0[جداء دالتین قابلتین للإشتقاق  على →: وھما ]∞+; و → √
0[قابلة للإشتقاق  على fومنھ  : و لدینا ]∞+;

 ' 1 3'( )
22

f x x x x x x
x

   

→الدالة  sinx+2لدینا  IRمن xلأن لكل ( IRقابلة للاشتقاق على + ≠ 0(
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: و لدینا IRقابلة للإشتقاق  على fو منھ الدالة 
(2 sin ) ' cos'( )

(2 sin )² (2 sin )²
x xf x
x x

  
 

 

الدالة المشتقةتمرین حساب نھایة باستعمال .5

: باستعمال الإشتقاق، أحسب النھایتین التالیتین 

a.
6

2sin 1lim

6
x

x

x
 





b.
0

4 2lim
x

x
x

 

الحل.6
a. نضعf(x) = 2 sinx

f دالة قابلة للإشتقاق علىIR و لدیناf ‘ (x)= 2 cos(x)

و منھ 
6 6

( )
2sin 1 6lim lim ' 2cos 3

6 6
6 6

x x

f x f
x f

x x
 


 

  

              
    

b. نضع( ) = √ +
g دالة قابلة للإشتقاق على]- 4 ; + )و لدینا ] ∞ ) = √

: و منھ 
0 0

4 2 ( ) (0) 1 1lim lim '(0)
0 42 0 4x x

x g x g g
x x 

  
   

 
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المشتقات المتتالیة.7
.دالة قابلة للإشتقاق على مجال fلتكن 

f(2)او ’’fو تكتب fفدالتھا المشتقة تسمى الدالة المشتقة الثانیة للدالة Iقابلة للإشتقاق على ’fإذا كانت 

f(2)الدوال  = (f’)’ وf(3) = (f(2))’ و ... وf(n+1) = (f(n))’ إن وجدت تسمى المشتقات المتتالیة للدالةf

fللدالة nتسمى المشتقة من الرتبة f(n)الدالة 

)فرض منزلي( تمرین .8

بین بالترجع أن     ( )* ; cos ( ) cos
2

nn IN x IR x x n        
 
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5الحصة رقم 

IV. مركبةمشتقة دالة

خاصیة.1
f(I)قابلة للاشتقاق على gو Iدالة قابلة للاشتقاق على مجال fلتكن 

∀): و لدینا Iقابلة للاشتقاق على gofفإن  ∈ ) ; ( ) ( ) = ( ) × ( )
مثال.2

h(x) = sin( x3: بما یلي IRالمعرفة على hلتكن الدالة  – 3x )

hلنحدد الدالة المشتقة للدالة 

IRf(x) = x3من xنضع لكل  – 3x g(x) = sin(x)و :

IRقابلة للاشتقاق على hإذن IRللاشتقاق على قابلتان gو fو الدالتان h = gofلدینا 

IRh’(x) = g’(f(x))xf’(x) = (3x²-3) cos (x3-3x )من xلكل : و لدینا  :

تطبیقات مھمة.3 ( ) = × ′
(sin(u(x)))’=cos(u(x)) u’(x)

(cos(u(x)))’=- sin(u(x)) u’(x)

(tan(u(x)))’=(1+tan²(u(x)) u’(x)

تمرین .4
: في كل حالة من الحالات التالیة Iعلى المجال fحدد الدالة المشتقة للدالة 

a.= ; ( ) = ( ² + + )
b.= ] , +∞[ ; ( ) = ( )²
c.= ; ; ( ) = −

الحل.5
a. نضع لكلx منIR :u(x) = x² + 3x + 1 ,u دالة حدودیة قابلة للاشتقاق علىIR و منھ الدالةf : x →

(u(x))4 IRقابلة للاشتقاق على :

)IRمن xلكل أي f’ = 4 u’ u3:و لدینا  ) = ( + )( ² + + )
b. نضع لكلx 1[من,+∞[ :( ) = ( − )ومنھ( ) = ( ( ))
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): و لدینا Iقابلة للاشتقاق على fو منھ Iقابلة للاشتقاق و لا تنعدم على المجال vالدالة  ) = ( ) = − ( ) ( ) = ²( )
c. نضع∶ → =على المجال و بالخصوص IRو  ھي دالة قابلة للفشتقاق على − ;

: و لدینا 
3 ( )

2 2 2 2
x w x    
     و بما أن الدالةtan قابلة للاشتقاق على المجال

;
2 2
  

  

∀):و لدینا Iقابلة للاشتقاق على المجال f = tan o wفإن الدالة  ∈ ) ; ( ) = ( ) × ( ) = [ + ²( ( ))] ×
):أي  ) = + ² −
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6الحصة رقم 

V.مشتقة الدالة العكسیة

خاصیة.1
Jنحو Iتقابل من fلتكن 

و لدیناJ=f(I)قابلة للاشتقاق على f-1فإن الدالة العكسیة Iلا تنعدم على ’fبحیث Iقابلة للاشتقاق على مجال fإذا كانت  ∀ ∈ ; ( ) ( ) = ( ( ))
تمرین تطبیقي .2

): بما یلي ;المعرفة على المجال fنعتبر الدالة  العددیة  ) = − √
تقبل دالة عكسیةfبین أن .1
أحسب .2

استنتج .3

الحل.3

,دالتین متصلتینلأنھا مركب;متصلة على fالدالة 

∶الدالة    → − ): و لدینا ;على قابلة للاشتقاق √ ) = √
∀: ومنھ  ∈ ; ; ( ) = √ − √ ²
;من xلكل f’(x) < 0إذن 

;تناقصیة قطعا على fإذن الدالة 
=:حیث Jتقبل دالة عكسیة معرفة على المجال fنستنتج أن  ; = ] , [

=إذن =لدینا 
=و بما أن  :فإن − 1

1

1 1 1 1'
18 31 ''

168

f
ff f





           
       
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7الحصة رقم 

VI. مشتقة دالة الجذر من الرتبةn

√1خاصیة.1 = =
أمثلة تطبیقیة.2

→الدالة  √: و لدینا ]∞+,0[قابلة للاشتقاق على √ = √
→الدالة  √:و لدینا]∞+,0[قابلة للاشتقاق على √ = = ²
→الدالة  √:و لدینا]∞+,0[قابلة للاشتقاق على √ =

2خاصیة .3
. عددا صحیحا طبیعیا غیر منعدم nلیكن 

→الدالة فإن Iدالة موجبة قطعا و قابلة للاشتقاق على مجال fإذا كانت  ( قابلة للاشتقاق على (
و لدینا Iالمجال 

( ) = ( ( )) × ( )
تطبیقات مھمة.4

= ×
∀)أو ∈ ℚ) ; ( ) = ×

= × × ′
تمرین تطبیقي .5

: حدد الدالة المشتقة  لكل من الدوال التالیة 

i.: → √ ²
ii.: → √
iii.: → + ²

الحل.6
i. تحدید مشتقة الدالةf1

∶الدالة  → ∶و الدالة ]∞+,0[قابلة للاشتقاق على √ → IRقابلة للاشتقاق على ²

): و لدینا ]∞+,0[قابلة للاشتقاق على =ومنھ الدالة  ) = = √
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ii.تحدید مشتقة الدالةf2

∶الدالة  قابلة للاشتقاق على f2الدالةإذن *IRموجبة قطعا و قابلة للاشتقاق على →
IR* و لدینا

( ) = ( ) ( ) = ( ) × = ²
iii.تحدید مشتقة الدالةf3

→الدالة  + fإذن الدالة IRموجبة قطعا و قابلة للاشتقاق على ² قابلة للاشتقاق في «
IRمن xكل نقطة 

): و لدینا ) = + + = (− ) ( ²) =
( ²)


