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  1الحصة رقم 
I. لجداء السلمي متجھي ل تعريف  

  تعريف .1
  .एنقطة من الفضاء الإقليدي  Aو . ठ૜من الفضاء المتجھي غير مستقيميتين متجھتين   ሬ࢜ሬԦو   ሬ࢛ሬԦلتكن 

ሬ࢛ሬԦبحيث  एمن  Cو  Bتوجد نقطتان  ൌ ሬ࢜ሬԦو   ۰ሬሬሬሬሬԦۯ  ൌ  ۱ሬሬሬሬሬԦۯ 

و  Aالمحدد بالنقط  ሺचሻفي المستوى   ሬሬሬሬሬԦ࡯࡭و   ሬሬሬሬሬሬԦ࡮࡭في الفضاء ھو الداء السلمي للمتجھتين   ሬ࢜ሬԦو   ሬ࢛ሬԦالجداء السلمي للمتجھتين 
B  وC  

.ሬ࢛ሬԦ: و نكتب  ሬ࢜ሬԦ ൌ .ሬሬሬሬሬሬԦ࡮࡭   ሬሬሬሬሬԦ࡯࡭

  توضيح  .2
  (AB)على  Cالمسقط العمودي للنقطة  Hو   ෣൯࡯࡭࡮൫قياسا للزاوية  ીليكن 

0إذا كان 
2
πθ≤ )فإن  > ). . . .cos .u v AB AC AB AC AB AHθ= = =  

 

إذا كان 
2
π θ π< )فإن  ≥ ). . . .cos .u v AB AC AB AC AB AHθ= = = −  

 

A H B

C 

θ  ሬሬሬሬሬԦܤܣ

ሬሬሬሬሬԦܥܣ
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ࣂإذا كان  ൌ ࣊
૛
.ሬ࢛ሬԦ: متعامدتان فإن  ሬԦܞ و  ሬ࢛ሬԦوھذا يعني المتجھتين    ሬ࢜ሬԦ ൌ .ሬሬሬሬሬሬԦ࡮࡭  ૈ)ሬሬሬሬሬԦ = AB.AC.cos࡯࡭

૛
) = 0    

  1خاصية  .3
.ሬሬԦܝ ሬ࢜ሬԦ ൌ ૙  ֞  ሬ࢛ሬԦ  ٣   ሬ࢜ሬԦ   

  1تمرين تطبيقي  .4
  .مكعبا  ABCDEFGHليكن 

.ሬሬሬሬሬሬԦ࡯࡮أحسب  .1  ሬሬሬሬሬሬԦࡲ࡮

ሬሬሬԦبين أن  .2  ٣   ሬሬሬԦ  

)تحقق أن  .3 ) ( )DH EFG⊥  

.استنتج أن  .4 0DH FH = 

  الحل .5

   

A  B 

C 

H   ሬሬሬሬሬԦܤܣ

ሬሬሬሬሬԦܥܣ

θ 
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 2الحصة رقم 
   خاصيات الجداء السلمي  .6

  :لدينا  Թمن  αو لكل  ठ૜متجھات الفضاء المتجھي  ሬ࢝ሬሬԦو  ሬ࢜ሬԦو   ሬ࢛ሬԦلكل 

.ሬሬԦܝ • ሬ࢜ሬԦ ൌ ሬ࢜ሬԦ . ሬ࢛ሬԦ 
• ሬ࢛ሬԦ. ሺሬ࢜ሬԦ ൅   ሬ࢝ሬሬԦሻ ൌ   ሬ࢛ሬԦ. ሬ࢜ሬԦ ൅   ሬ࢛ሬԦ. ሬ࢝ሬሬԦ 
• ሺࢻ. ሬ࢛ሬԦሻ. ሬ࢜ሬԦ ൌ   ሬ࢛ሬԦ. ሺࢻሬ࢜ሬԦሻ ൌ .ሺሬ࢛ሬԦ ࢻ ሬ࢜ሬԦሻ 

  تمرين  .7
   aرباعي أوجه منتظم طول حرفه  ABCDليكن 

  .[AD]و  [BC]على التوالي منتصفي القطعتين  Kو  Jلتكن 

.۱۰ሬሬሬሬሬԦأحسب  .1 .ሬሬሬሬሬሬԦ࡮࡯و   ሬሬሬሬሬԦ࡭࡯  ሬሬሬሬሬሬԦࡰ࡯

.ሬሬሬሬሬሬԦ࡮࡯استنتج  .2  ሬሬሬሬሬሬԦࡰ࡭

.۱ሬሬሬሬሬԦۯاحسب  .3  ሬሬሬሬሬሬԦࡰ࡭

.ሬሬሬሬԦࡶ࡭استنتج حساب  .4  aبدلالة  ሬሬሬሬሬሬԦࡷ࡯

 الحل .8

   



 

 الجداء السلمي في الفضاء
http://www.meljohra.ift.cx 

meljohra@gmail.com  Page 7 
 

 3الحصة رقم  
II. الصيغة التحليلية للجداء السلمي  

  منظم متجھة .1

uنضع  AB=  متجھة غير منعدمة  

ሬ࢛ሬԦ૛: لدينا  ൌ ሬ࢛ሬԦ . ሬ࢛ሬԦ ൌ .ሬሬሬሬሬሬሬԦ ࡮࡭ ሬሬሬሬሬሬԦ࡮࡭ ൌ     ૛࡮࡭

࡮࡭ و منه  ൌ ඥ࡮࡭ሬሬሬሬሬሬԦ૛ ൌ   ฮ࡮࡭ሬሬሬሬሬሬԦฮ 

 1خاصية  .2

  :لدينا  Թمن  αو و لكل  ठ૜متجھتين من الفضاء المتجھي  ሬ࢜ሬԦو  ሬ࢛ሬԦلتكن 

 ԡሬ࢛ሬԦԡ ൌ ૙  ֞ ሬሬԦܝ ൌ ૙ሬሬԦ 
 ԡࢻ. ሬ࢛ሬԦԡ ൌ .|ࢻ| ԡሬ࢛ሬԦԡ 

 ԡሬ࢛ሬԦ ൅ ሬ࢜ሬԦԡ  ൑   ԡሬ࢛ሬԦԡ ൅ ԡሬ࢜ሬԦԡ       ׷   المثلثية المتفاوتة   

  المتطابقات الھامة : 2خاصية  .3
 ሺܝሬሬԦ ൅ ሬԦሻ૛ܞ ൌ ሬሬԦ૛ܝ  ൅ ૛ܝሬሬԦ . ሬԦܞ ൅ ሬԦ²ܞ ൌ   ԡܝሬሬԦԡ² ൅ ૛ܝሬሬԦ . ሬԦܞ ൅ ԡܞሬԦԡ²  
 ሺܝሬሬԦ െ ሬԦሻ૛ܞ ൌ ሬሬԦ૛ܝ  െ ૛ܝሬሬԦ . ሬԦܞ ൅ ሬԦ²ܞ ൌ   ԡܝሬሬԦԡ² െ ૛ܝሬሬԦ . ሬԦܞ ൅ ԡܞሬԦԡ²  
 ሺሬ࢛ሬԦ ൅ ሬ࢜ሬԦሻሺሬ࢛ሬԦ െ ሬ࢜ሬԦሻ ൌ   ሬ࢛ሬԦ² െ ሬ࢜ሬԦ² ൌ ԡܝሬሬԦԡ² െ ԡܞሬԦԡ² 

  المعلم و الأساس المتعامدان الممنظمان .4
; ൫ଙԦنقول إن الأساس  ଚԦ, ࢑ሬሬԦ൯  متعامد ممنظم إذا كانت المتجھاتଙԦ    وଚԦ  ࢑وሬሬԦ  متعامدة مثنى مثنى و واحدية:  

.ଙԦأي  ଚԦ ൌ ଚԦ. ࢑ሬሬԦ ൌ ଙԦ. ࢑ሬሬԦ ൌ ૙   و ԡଙԦԡ ൌ ԡ଎Ԧԡ ൌ ฮܓԦ ฮ ൌ ૚ 

; ۽൫و نقول إن المعلم  ଙԦ ; ଚԦ, ࢑ሬሬԦ൯ متعامد ممنظم 

  الصيغة التحليلية للجداء السلمي و لمنظم متجھة و لمسافة نقطتين .5
; ۽൫منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  एفي كل ما يلي الفضاء  ଙԦ ; ଚԦ, ࢑ሬሬԦ൯   

a.  1خاصية  
,ሬ࢛ሬԦሺ࢞: لكل متجھتان  ࢟, ,ሬ࢜ሬԦሺ࢞ᇱو  ሻࢠ ࢟ᇱ,   .ठ૜من  Ԣሻࢠ

.ሬ࢛ሬԦ: لدينا  ሬԦܞ ൌ ᇱܠܠ ൅ ܡܡᇱ ൅  Ԣܢܢ 

b.  نتائج  
,ሬ࢛ሬԦሺ࢞لكل  ࢟, ԡሬ࢛ሬԦԡ: لدينا . ठ૜من  ሻࢠ ൌ  ඥ²ܠ ൅ ²ܡ ൅   ²ܢ

, ࡭ሺ࢞ ࡭ لكل نقطتان , ࡭࢟ , ࡮ሺ࢞ ࡮و   ሻ࡭ࢠ , ࡮࢟  .एالفضاء الإقليدي من   ሻ࡮ࢠ

࡮࡭: لدينا  ൌ ฮ࡮࡭ሬሬሬሬሬሬԦฮ ൌ  ඥሺ࢞࡭ െ ሻ²࡮࢞ ൅ ሺ࢟࡭ െ ሻ²࡮࢟ ൅ ሺ࡭ࢠ െ  ሻ²࡮ࢠ
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  1تمرين  .6
ABCDEFGH  متوازي مستطيلات قائم بحيثAB=AE=2  وAD=4  , ليكنI  مركز المربعABFE   وJ  منتصف القطعة

[EH]   

ଙԦنضع  ൌ   ૚
૛
. ଚԦو    ሬሬሬሬሬሬԦ࡮࡭ ൌ   ૚

૝
. ࢑ሬሬԦو   ሬሬሬሬሬሬԦࡰ࡭ ൌ   ૚

૛
.  ሬሬሬሬሬԦࡱ࡭

; ࡭൫تحقق أن  .1 ଙԦ ; ଚԦ, ࢑ሬሬԦ൯  متعامد ممنظم  

; ࡭൫نعتبر الفضاء منسوبا للمعلم  ଙԦ ; ଚԦ, ࢑ሬሬԦ൯   

   . Kو  Jو  Iحدد إحداثيات النقط  .2
.ሬሬሬԦࡵࡶأحسب الجداء السلمي  .3 ۸۵ሬሬሬሬԦ   و المسافتينJI  وJG  

 

 الحل .7
 

   

A

B  C 

D 

E 

F  G

H J

I 
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 4الحصة رقم 
III. تطبيقات الجداء السلمي  

.ሬሬԦܝ ; ૓एۻ൛: تحديد تحليلي للمجموعة  .1 ሬሬሬሬሬሬԦۻۯ ൌ  ൟܓ

c.  1نشاط 
,ሬ࢛ሬԦሺ૚و المتجھة  B(‐1 , 0 , 1)و   A(1 , ‐1 , 2)نعتبر النقطتين  െ૛, ૜ሻ 

.ሬ࢛ሬԦبحيث  एالفضاء الإقليدي من  M(x,y,z)مجموعة النقط   (E)حدد  ሬሬሬሬሬሬሬԦࡹ࡭ ൌ ૛  

d. الحل  
.ሬሬԦܝ ሬሬሬሬሬሬԦۻۯ ൌ ૛ ֞ ૚ሺܠ െ ૚ሻ െ ૛ሺܡ ൅ ૚ሻ ൅ ૜ሺܢ െ ૛ሻ ൌ ૛  

  وھي معادلة مستوى    x – 2 y + 3 z – 11 =0و منه 

e.  خاصية  

)لتكن  ), ,u a b c   و . غير منعدمة متجھةA  نقطة من الفضاء الإقليديए  و ،k  عدد حقيقي  

.ሬ࢛ሬԦبحيث  एمن الفضاء  M(x,y,z)مجموعة النقط  ሬሬሬሬሬሬሬԦࡹ࡭ ൌ  :ھي مستوى معادلته الديكارتية على شكل  ࢑

a x + b y + c z + d = 0 

  تعريف .2
  ሺचሻغير منعدمة موجھة لمستقيم عمودي على المستوى   ሬሬԦ࢔كل متجھة   ሺचሻنسمي متجھة منظمية على مستوى 

 

  مستوى محدد بنقطة و متجھة منظمية  .3

a.  1نشاط  
)لنحدد معادلة ديكارتية للمستوى  )Ρ المار منB(‐1,0,1)   ࢔و المتجھةሬሬԦሺ૚, െ૚, ૛ሻ  منظمية عليه  

ሺ࣪ሻ

(D) 
ሬ݊Ԧ
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)من المستوى   M(x,y,z)لكل  )Ρ  ࡹ࡮لدينا المتجھتانሬሬሬሬሬሬሬԦ  ࢔وሬሬԦ   متعامدتان  

.ሬሬሬሬሬሬሬԦࡹ࡮و منه   ሬሬԦܖ ൌ ૙ 

 1(y‐0)+2(z‐1)=0‐(x+1)1و منه 

)و منه معادلة المستوى  )Ρ  ھي :x ‐ y +  2 z  ‐  1 = 0   

b.  1خاصية  
,ࢇሬሬԦሺ࢔في الفضاء و  ሺचሻكل مستوى  ,࢈  ax + by + cz +d = 0منظمية عليه يقبل معادلة ديكارتية من نوع    ሻࢉ

  :عكسيا نعتبر النشاط التالي

c.  2نشاط  
  3x + 2y – z + 1 = 0ذي المعادلة الديكارتية  ሺछሻنعتبر المستوى 

  ሺछሻحدد تمثيلا بارامتريا للمستوى  .1
 ሺछሻموجھتين للمستوى   ሬ࢝ሬሬԦو   ሬ࢜ሬԦاستنتج متجھتين  .2
,ሬሬԦሺ૜࢔تحقق أن المتجھة  .3 ૛, െ૚ሻ   منظمية على المستوىሺछሻ  
 ضع نص الخاصية المحصل عليھا .4

d. الحل  
3: لدينا  .1 2 1 0 1 3 2x y z z x y+ − + = ⇒ = + +  

 y = kو  x = tلنضع 

إذن 
0 1 0
0 0 1
1 3 2

x t k
y t k
z t k

= + +⎧
⎪ = + +⎨
⎪ = + +⎩

  ሺछሻوھو تمثيل بارامتري للمستوى  

  الإستنتاج .2

)من التمثيل البارامتري السابق نستنتج أن  )1,0,3v  و( )0,1, 2w  متجھتان موجھتان للمستوىሺछሻ  

B 

M 

ሬ݊Ԧሺ1, െ1,2ሻ 

ሺ࣪ሻ 
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  التحقق .3

,ሬሬԦሺ૜࢔نضع  ૛, െ૚ሻ  و  ( )1,0,3v  و( )0,1, 2w  

.ሬሬԦܖومنه  ሬ࢜ሬԦ ൌ ૚ ൈ ૜ ൅ ૙ ൈ ૛ ൅ ૜ ൈ ሺെ૚ሻ ൌ  ૙    ܖ    إذنሬሬԦ ٣ ሬ࢜ሬԦ 

.ሬሬԦܖو  ሬ࢝ሬሬԦ ൌ ૙ ൈ ૜ ൅ ૚ ൈ ૛ ൅ ૛ ൈ ሺെ૚ሻ ൌ ૙        ܖ   إذنሬሬԦ ٣ ሬ࢝ሬሬԦ 

e. خاصية  
,ࢇሬሬԦሺ࢔فھي معادلة مستوى بحيث   (0,0,0)≠ (a,b,c)حيث   ax + by + cz + d = 0كل معادلة ديكارتية من نوع  ,࢈ منظمية    ሻࢉ

  عليه
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  5الحصة رقم 
 مسافة نقطة عن مستوى .4

a. خاصية  
, ࡭ሺ࢞ ࡭مسافة النقطة   , ࡭࢟  :ھي   a x + b y + c z + d = 0ذي المعادلة  ሺचሻعن المستوى    ሻ࡭ࢠ

चሻ;࡭ሺࢊ  ൌ   |ࢊା࡭ࢠ ࢉశ࡭࢟࢈ା࡭࢞ࢇ|
ඥ²ࢇା²࢈ା²ࢉ

 

b. تطبيق  
  2 x + y – z + 1 = 0 : (Q)و  x + y ‐ z ‐ 1 = 0 : (P): و المستويين   H(2,0,1)و   A(1,‐1,2)نعتبر النقطتين 

  (P)عن المستوى  Aأحسب مسافة النقطة  .1
  (P)على  Aھي المسقط العمودي للنقطة  Hبين أن  .2
  ؟ ماذا تستنتج ؟  d( A, (Q))أحسب  .3

c. الحل 
 

IV. الأوضاع النسبية لمستقيم و مستوى و لمستويين  

  خاصية .1
 D( A ; ሬ࢛ሬԦ = (D) (مستويين و مستقيما (Q)و  (P)نعتبر 

   (Q)و  (P)متجھتين منظميتين  على    ԢሬሬሬԦ࢔و   ሬሬԦ࢔و ليكن 

ሻࡰሺيكون  ٣ ሺࡼሻ    ࢔إذا وفقط إذاሬሬԦ   و ሬ࢛ሬԦ مستقيميتين 

 

ሺ࣪ሻ

(D) 
ሬ݊Ԧ ݑሬԦ
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)يكون  ) //( )DΡ .ሬሬሬԦ( متعامدتين أي ሬ࢛ሬԦ و  nإذا وفقط إذا     ሬ࢛ሬԦ ൌ  ૙ ( 

 

ሻࡽሺيكون  צ ሺࡼሻ    ࢔إذا وفقط إذاሬሬԦ   ࢔ وԢሬሬሬԦ مستقيميتين 

 

)يكون  ) ( )QΡ .ሬሬԦܖ( متعامدتين أي  ԢሬሬሬԦ࢔ و  nإذا وفقط إذا ⊥ ԢሬሬሬԦ࢔ ൌ  ૙ ( 

 

 

ሬ݊Ԧ

(P) 

݊ԢሬሬሬԦ 

(Q) 

ሬԦݑ

ሬ݊Ԧ 
(D) 

(P) 
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  ملاحظة  .2
  غير مستقيميتين ԢሬሬሬԦ࢔ و   ሬሬԦ࢔متقاطعان إذا كانت  (Q)و  (P)يكون المستويان 

  تمرين تطبيقي .3
  .x + y + 2 z – 3 = 0 : (Q)و  2 x – 4 y + z + 1 = 0 : (P): المعرفين ب (Q)و  (P)نعتبر المستويين 

  متعامدان ؟ (Q)و  (P)بين أن المستويين  .1
  (P)و الموازي للمستوى  A(1,‐1,1)المار من  ( R)حدد للمستوى  .2

  الحل .4

(P) 

ሬ݊Ԧ 

݊ԢሬሬሬԦ 

(Q) 


