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-I الصيغة التحليلية للجداء السلمي:  
)المستوى )Ρ  معلم متعامد ممنظم ومباشر منسوب إلى

( ), ,O i jℜ
G JG

.   

  :01خاصية
)إذا آانت ),x yو ( )' ',x yهما على التوالي زوجا   

u متجهتينإحداثيتي
G

v و
G

) في الأساس ),i jΒ
G JG

  : ، فإن 

' '.u v xx yy= +
G G

.    

  : الصيغة المثلثية لمتجهة -)1
  :02خاصية
)إذا آانت ),u x y

G
   هوθ و 2V متجهة غير منعدمة من

)قياس الزاوية الموجهة )n,i u
G G

:  ، فإن 
cos

sin

x u

y u

θ

θ

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩

G

G  

):  إذن  )cos sinu u i jθ θ= +
G G G JG

  

vإذا آانت: ملحوظة
G

 : بحيث 2V متجهة غير منعدمة من

( ) [ ], 2
2

v u

u v π π

⎧ =
⎪
⎨

=⎪
⎩

G G

G G فإن  ، ( ),v y x−
G

  .   

) صيغة -)2 )cos ,u v
G G

) و  )sin ,u v
G G

:   

)لكل متجهتين غير منعدمتين  :30خاصية ),u x y
G

   

)و )' ',v x y
G

 : لدينا 2V من

( )
' '

2 2 '2 '2

.cos , u v xx yyu v
u v x y x y

+
= =

× + × +

G GG G
G G 

( )

'

'

2 2 '2 '2

.sin ,

x x
y yu vu v

u v x y x y
= =

× + × +

G GG G
G G  

uو إذا آانت
G

v و
G

  :  غير متعامدتين ، فإن 

( ) ( )
'

'

' '

det ;
tan ,

.

x x
u v y y

u v
xx yyu v

= =
+

G G
G G

G G.   

  :متفاوتة آوشي شوارتز -)3
uلكل متجهتين: 04خاصية

G
v و
G

  : لدينا 2V من

.u v u v≤ ×
G G G G

   

uويكون التساوي إذا وفقط إذا إذا آانت
G

v مستقيمية مع
G

.  

):                   إستنتاج )' ' 4, , , :x y x y∀ ∈\-  

' ' 2 2 '2 '2.xx yy x y x y+ ≤ + + .  

uلكل متجهتين: المتفاوتة المثلثية --
G

v و
G

   2V من

u:  لدينا  v u v± ≤ +
G G G G

،    

uويكون التساوي إذا وفقط إذا إذا آانت
G

v مستقيمية مع
G

.  
: وبصفة عامة 

u v u v u v± ≤ ± ≤ +
G G G G G G

.   

-II دراسة تحليلية للدائرة:  
  :معادلة ديكارتية لدائرة -)1
)إذا آانت -- )C دائرة مرآزها ( ),a bΩ و شعاعها r  

):لها هي فمعادلة ديكارتية  ) ( )2 2 2x a y b r− + − =. 

)إذا آانت -- )C دائرة أحد أقطارها [ ]AB فمعادلة ،   

: ديكارتية لها هي 

( ) ( ) ( ) ( ). . 0A B A Bx x x x y y y y− − + − − =  

)مرآز )C هي النقطة ,
2 2

A B A Bx x y y+ +⎛ ⎞Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

)ا و شعاعه ) ( )2 21
2 B A B Ar x x y y= − + −.   

   فيتمر C وB وAمن ثلاث نقط غير مستقيمية --

)المستوى  )Ρدائرة وحيدة ( )Cهي الدائرة المحيطة   

   هي نقطة تلاقي واسطاتΩ ، مرآزها ABCبالمثلث
ABC ) Aالمثلث B CΩ = Ω = Ω ( و شعاعها  

r A= Ω.   

)بين أن: مثال -- )2,3Aو ( )2, 1B − ) و− )1, 1C −  

)نقط غير مستقيمية و حدد معادلة الدائرة )C المحيطة 

   .ABCبالمثلث
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  :تمثيل بارامتري لدائرة -)2

)النظمة  : 05خاصية )
cos

1 : /
sin

x a r
y b r

θ
θ

θ
= +⎧

∈⎨ = +⎩
\  

)تمثيل بارامتري للدائرة )C التي مرآزها ( ),a bΩ 

   .rوشعاعها 

)للحصول على تمثيل بارامتري للدائرة:  ملحوظة )C  

)في النظمة  على مجال θ يكفي أن يتغير البارامتر1(

]  فقط ، مثل2πعته س [,π π−أو  [ [0,2π.   

) دراسة المعادلة -)3 )E حيث:  

( ) 2 2: 2 2 0E x y ax by c+ − − + = 

)تكون:   06خاصية )Eمعادلة لدائرة ( )Cإذا وفقط   

2إذا آان  2 0a b c+ − ) ، مرآز≤ )C في هذه الحالة 

)هو  ),a bΩ 2  و شعاعها هو 2r a b c= + −.   

  :تجويه المستوى بدائرة -)4
)إذا آانت: 07خاصية )Cعادلتها  دائرة م:  

2 2 2 2 0x y ax by c+ − − +    ، فإن داخل الدئرة=

( )C هو مجموعة النقط( ),M x yمن ( )Ρ بحيث :  
2 2 2 2 0x y ax by c+ − − + ≺  

) مجموعة النقط خارجهاو  ),M x yمن ( )Ρبحيث :  
2 2 2 2 0x y ax by c+ − − + ;.   

)  هذا يعني أن آل دائرة  )Cتجزء المستوى ( )Ρإلى   

)ثلاثة أجزاء وهي  )Int C و ( )Ext C و ( )C.   

  : الأوضاع النسبية لدائرة و مستقيم -)5
)لتكن: 08خاصية )C دائرة مرآزها Ω و شعاعها r  

)و        )D مستقيما ، نضع ( )( ),d d D= Ω.   

) بالنسبة لهناك ثلاثة أوضاع ممكنة )Dو ( )C و هي : 

--  ( ) ( )d r C D⇔ ∩ ) ، نقول إن ;∅= )D  

)خارج الدائرة  )C.  

--  ( ) ( ) { }d r C D H= ⇔ ∩ ) إن نقول ، = )D  

)مماس للدائرة  )Cفي النقطة H.   

-- ( ) ( ) { },d r C D A B⇔ ∩ =≺ ، ( )Dفي   

)هذه الحالة يخترق )Cفي نقطتين مختلفتين A و B.  

  :المماس لدائرة في إحدى نقطها -)6
)إذا آانت -- )C دائرة مرآزها Ωو Aنقطة من ( )C  

)فالمماس ) ل∆( )Cفي Aيقبل AΩ
JJJG

   متجهة منظمية

)عليه ، إذن  ) ( ){ }/ . 0M AM A∆ = ∈ Ρ Ω =
JJJJG JJJG

.   

)إذا آانت: 09خاصية )C دائرة معادلتها :  
2 2 2 2 0x y ax by c+ − − + فمعادلة ديكارتية  ، =

)لمماسل )ل ∆( )Cفي إحدى نقطها Aهي  :   

( ) ( ) 0A A A Ax x y y a x x b y y c+ − + − + + =  

  :الأوضاع النسبية لدائرتين -)7
)لتكن )Cو ( )'Cدائرتين مرآزاهما  Ω و'Ωحيث  ب

'Ω ≠ Ωشعاعاهما  وrو 'r نضع ،  :'d = ΩΩ  

): لدينا  ) ( )' ' 'C C r r d r r∩ ≠∅⇔ − ≤ ≤ +  

  :و تتضمن هذه الحالة ثلاث و ضعيات ممكنة 

-- ( )C و( )'C يتقاطعان في نقطتين إذا وفقط إذا آان : 

' 'r r d r r− +≺ ≺ .  

-- ( )C و( )'C متماستين خارجيا إذا وفقط إذا آان :  

'd r r= +.   

-- ( )C و( )'C متماستين داخليا إذا وفقط إذا آان :  

'd r r= − .  

  :أخيرا لدينا و --
'd r r+; أو 'd r r−≺ ( ) ( )'C C∩ =∅⇔  

( ) ( )' 'd r r C Ext C+ ⇔ ⊂;  

)و  ) ( ) ( )' ' ';d r r C Int C r r− ⇔ ⊂≺ ≺  

 




