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 الحيان:   الأستاذ   
 

 قابلية الاشتقاق
 تذآير

 الثانية بكالوريا
 علوم تجريبية

 
 
I –  قابلية الإشتقاق في نقطة: 

: إذا آان  . 0x دالة معرفة على مجال مفتوح مرآزهfلتكن 
0

0

0

( ) ( )lim
x x

f x f x l
x x→

−
= ∈

−
 فإننا نقول ، 

 في f يسمى العدد المشتق للدالةl ؛ والعدد الحقيقي0x في  النقطةللاشتقاق قابلة fإن

) ويرمز له بالرمز0xالنقطة )0f x′و  أ( )0
df x
dx

)  ؛ ونكتب  )
0

0
0

0

( ) ( )lim
x x

f x f xf x
x x→

−′ =
−

 :  ولدينا أيضا 

                            ( ) 0 0
0 0

( ) ( )lim
h

f x h f xf x
h→

+ −′ 0h: وذلك بوضع      = x x= −    ،
0

0
x x

h
→
→.  

]فة على مجال دالة معرfلتكن  [0 0,x x α+0 حيثα : إذا آان .  <
0

0

0

0

( ) ( )lim
x x
x x

f x f x l
x x→

>

−
= ∈

−
 فإننا ، 

 يسمى العدد المشتق l ؛ والعدد الحقيقي0x على اليمين في النقطةللاشتقاق قابلة  fنقول إن

) ويرمز له بالرمز 0x في النقطةfعلى اليمين للدالة )0df x′ونكتب  :( )
0

0

0
0

0

( ) ( )limd x x
x x

f x f xf x
x x→

>

−′ =
−

  

[ دالة معرفة على مجالfلتكن  ]0 0,x xα−0 حيثα : إذا آان  . <
0

0

0

0

( ) ( )lim
x x
x x

f x f x l
x x→

<

−
= ∈

−
 فإننا ، 

 يسمى العدد المشتق l ؛ والعدد الحقيقي0x على اليسار في النقطةللاشتقاق قابلة  fنقول إن

) ويرمز له بالرمز 0x في النقطةfار للدالةعلى اليس )0gf x′ ونكتب  :( )
0

0

0
0

0

( ) ( )limg x x
x x

f x f xf x
x x→

<

−′ =
−

   

؛ إذا وفقط إذا 0x في النقطةللاشتقاق قابلة fتكون. 0x دالة معرفة على مجال مفتوح مرآزهfلتكن 

)وآان 0xعلى اليمين وعلى اليسار في النقطة للاشتقاق قابلة fآانت ) ( )0 0g df x f x′ وفي   . =′

)                      : نا هذه الحالة يكون لدي ) ( ) ( )0 0 0g df x f x f x′ ′′ = = 

 ؛ فإنها 0x في النقطةللاشتقاق قابلة fإذا آانت. 0x دالة معرفة على مجال مفتوح مرآزهfلتكن 
  .0x النقطةتكون متصلة في

  )  ) المضاد للعكس ليس صحيحا     الاستلزام  !

II-  الدالة التآلفية المماسة –التأويل الهندسي للعدد المشتق : 
 

   : بما يلي  المعرفة على uالدالة التآلفية . 0x في نقطةللاشتقاق دالة قابلة fلتكن 

( )( ) ( )0 0 0:u x f x x x f x′ −  : ينا ولد. 0x عند النقطةf للدالةالدالة التآلفية المماسةتسمى   +

( ) ( )f x u x≈     0    آلما آانx x≈.  

) ؛ و0x في نقطةللاشتقاق دالة قابلة fلتكن  )fCمنحناها في المستوى المنسوب إلى معلم ( ), ,O i j  

)المستقيم )Tذو المعادلة  :( )( ) ( )0 0 0y f x x x f x′= − ) للمنحنىالمماس يسمى+ )fC في النقطة 

  .0xالتي أفصولها

)   ( )Tر من النقطة هو المستقيم الما( )( )0 0,M x f x هو معامله الموجه والذي ( )0f x′    ( 

 

قابلية الاشتقاق



9                               .ت . ع . ب  . 2                                                                                                               الحيان 
                           

- 2 -

) ؛ و0x على اليمين في نقطةللاشتقاق دالة قابلة fلتكن  )fCها في المستوى المنسوب إلى  منحنا

)معلم ), ,O i j.  نصف المستقيم( )dTذو المعادلة  :( ) ( )( ) ( )0 0 0

0

: d
d

y f x x x f xT
x x

⎧ ′= − +⎪
⎨

≥⎪⎩
 يسمى نصف 

)المماس للمنحنى )fC0أفصولها  في النقطة التيx . 

) ؛ و0x على اليسار في نقطةللاشتقاق دالة قابلة fلتكن  )fC منحناها في المستوى المنسوب إلى 

)معلم ), ,O i j . نصف المستقيم( )gT ذو المعادلة  :( ) ( )( ) ( )0 0 0

0

: g
g

y f x x x f xT
x x

⎧ ′= − +⎪
⎨

≤⎪⎩
 يسمى نصف 

)المماس للمنحنى )fC0أفصولها  في النقطة التيx. 

)  و    0x فيللاشتقاق قابلة f                           :المماسات   )0f x l′ = ∈ 

    
 
 
 
 
 

0

0

0

( ) ( )lim 0
x x

f x f x l
x x→

−
= >

−
 

 
 
 
 

( )fC يقبل مماسا في النقطة

 : ؛  معادلته  0xالتي أفصولها

( )( ) ( )0 0 0y f x x x f x′= − + 

 
 

 
 
 
 
 

0

0

0

( ) ( )lim 0
x x

f x f x l
x x→

−
= <

−
 

 
 
 

( )fC يقبل مماسا في النقطة

 : ؛  معادلته  0xالتي أفصولها

( )( ) ( )0 0 0y f x x x f x′= − + 

                               :مثال 
( ) 2f x x x= −       ،    0 2x = . 

(2): لدينا  2f    و   =
2

( ) (2)lim 3
2x

f x f
x→

−
=

−
(2)  و 2 في النقطة للاشتقاق قابلة f : إذن  ؛  3f ′ =  . 

)ومنه فإن )fCمعادلته 2  يقبل مماسا في النقطة التي أفصولها  : 

 
(2)( 2) (2) 3( 2)

3 4

2y f x f y x

y x

′= − + ⇔

⇔ =

− +

−

=
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0

0

0

( ) ( )lim 0
x x

f x f x
x x→

−
=

−

 
f في للاشتقاق قابلة 

 0xالنقطة

( )fC يقبل مماسا في النقطة 

  0xالتي أفصولها
 : معادلته مواز لمحور الأفاصيل 

0 0 0( )( ) ( )y f x x x f x′= − + 

0( )y f x⇔ = 

 
 :أنصاف المماسات  

 
 
 
 
 

0

0

0

( ) ( )lim 0
x x

f x f x l
x x+→

−
= >

−
 
 

 
f  على اليمين للاشتقاققابلة 

)0و  0xفي النقطة )df x l′ = 

( )fC يقبل نصف مماس في 

 : معادلته0xالنقطةالتي أفصولها

( )( ) ( )0 0 0

0

dy f x x x f x
x x

⎧ ′= − +⎪
⎨

≥⎪⎩

 
 
 
 

0

0

0

( ) ( )lim 0
x x

f x f x l
x x+→

−
= <

−
 
 
 

 
f  على اليمين للاشتقاققابلة 

)0و  0xفي النقطة )df x l′ = 

( )fC يقبل نصف مماس في 

 : معادلته0xالنقطةالتي أفصولها

( )( ) ( )0 0 0

0

dy f x x x f x
x x

⎧ ′= − +⎪
⎨

≥⎪⎩
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0

0

0

( ) ( )lim 0
x x

f x f x l
x x−→

−
= >

−
 
 

 
f  سار  على اليللاشتقاققابلة

)0و  0xفي النقطة )gf x l′ = 

( )fC يقبل نصف مماس في 

 : معادلته0xالنقطةالتي أفصولها

( )( ) ( )0 0 0

0

gy f x x x f x

x x

⎧ ′= − +⎪
⎨

≤⎪⎩

  
 
 
 
 

0

0

0

( ) ( )lim 0
x x

f x f x l
x x−→

−
= <

−
 
 

 
f  سار على اليللاشتقاققابلة 

)0و  0xفي النقطة )gf x l′ = 

( )fC يقبل نصف مماس في 

 : معادلته0xالنقطةالتي أفصولها

( )( ) ( )0 0 0

0

gy f x x x f x

x x

⎧ ′= − +⎪
⎨

≤⎪⎩

 

 :حالات خاصة  
 
 
 
 

0

0

0

( ) ( )lim 0
x x

f x f x
x x+→

−
=

−
 

 
 

 
f قابلة للإشتقاق على اليمين 

)0و  0xفي النقطة ) 0df x′ = 

( )fC يقبل نصف مماس في 

: ادلتهمع 0xالنقطة التي أفصولها

( )0

0

y f x
x x
=⎧⎪

⎨
≥⎪⎩

 

 
 
 
 

0

0

0

( ) ( )lim 0
x x

f x f x
x x−→

−
=

−
 

f قابلة للإشتقاق على اليسار 

)0و 0xفي النقطة ) 0gf x′ = 

( )fC يقبل نصف مماس في 

 : معادلته0xالنقطة التي أفصولها

( )0

0

y f x
x x
=⎧⎪

⎨
≤⎪⎩

 

 

 
 
 

0

0

0

( ) ( )lim
x x

f x f x
x x+→

−
= +∞

−
 

 

 
f غير قابلة للإشتقاق على

 0xن في النقطةاليمي

( )fC يقبل نصف مماس رأسي؛ 

 موجه نحو الأعلى؛ في النقطة
 .0xالتي أفصولها
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0

0

0

( ) ( )lim
x x

f x f x
x x−→

−
= −∞

−
 

 
fى غير قابلة للإشتقاق عل

 0x في النقطةسارالي

( )fC يقبل نصف مماس رأسي؛ 

 موجه نحو الأعلى؛ في النقطة
 .0xالتي أفصولها

 
 

 
 

0

0

0

( ) ( )lim
x x

f x f x
x x+→

−
= −∞

−
 

 
fشتقاق على غير قابلة للإ

 0xاليمين في النقطة

( )fC يقبل نصف مماس رأسي؛ 

 ؛ في النقطةالأسفلموجه نحو 
  .0xالتي أفصولها

 
 
 

0

0

0

( ) ( )lim
x x

f x f x
x x−→

−
= +∞

−
 

 
fبلة للإشتقاق على غير قا

 0x في النقطةسارالي

( )fC يقبل نصف مماس رأسي؛ 

 ؛ في النقطةالأسفلموجه نحو 
 .0xالتي أفصولها

 
III- قابلية الإشتقاق على مجال:                                      a b< 

[ على مجالللاشتقاق قابلة fتكون  [,a b في آل نقطة من المجالللاشتقاق ؛ إذا آانت قابلة ] [,a b.  

] على مجالللاشتقاق قابلة fتكون  [,a b على المجالللاشتقاق ؛ إذا آانت قابلة ] [,a b وعلى اليمين في

 .aالنقطة 
[ على مجالللاشتقاق قابلة fتكون  ],a b ال على المجللاشتقاق ؛ إذا آانت قابلة] [,a b وعلى اليسار في

 .bالنقطة 
] على مجالللاشتقاق قابلة fتكون  ],a b على المجالللاشتقاق ؛ إذا آانت قابلة ] [,a b وعلى اليمين في

 .b وعلى اليسار في النقطة aالنقطة
  . على للاشتقاقآل دالة حدودية تكون قابلة  
 . في آل نقطة من حيز تعريفها للاشتقاقآل دالة جذرية تكون قابلة  
:ن االدالت  sisin n( )x x و : cocos s( )x xعلىللاشتقاقن ا قابلت .  

:الدالة   tatan n( )x x على المجالات للاشتقاق قابلة ,
2 2

k kπ ππ π⎤ ⎡− + +⎥ ⎢⎦ ⎣
k حيث  ∈.  

IV-  العمليات على الدوال المشتقة: 
 

α وليكنI على مجالللاشتقاق دالتين قابلتين g وfلتكن  β و∋ fالدوال . ∋ g+و f g−و f g×  
fو gα β+ وfα  على المجالللاشتقاققابلة دوال  هي I.  

) حيث I على مجال مفتوحللاشتقاق دالتين قابلتين g وfلتكن  ): 0x I g x∀ ∈ الدالتين . ≠
1
g

 و
f
g

 هما 

  .Iعلى المجال للاشتقاق قابلتين دالتين
) وآان I على مجال مفتوحللاشتقاق  دالة قابلة fإذا آانت  ): 0x I f x∀ ∈ : ؛ فإن < ( )f x f x  

     : ولدينا  . I على المجالللاشتقاق كون دالة قابلةت    
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  .الاعتياديةأنظر الجدول الملحق للدوال المشتقة لبعض الدوال        : الحسابقواعد 

 
V-انية  المشتقة الث: 
 

 بالعدد I من المجالxالدالة التي تربط آل عنصر . I على مجال مفتوحللاشتقاق دالة قابلة fلتكن 
)الحقيقي )f x′الأولى للدالةالدالة المشتقة  ؛ تسمى fعلى المجال I؛ ونرمز لها بالرمز  f  :  ونكتب′

( ):f x f x′ ′ 

 I من المجالxالدالة التي تربط آل عنصر . I مرتين على مجال مفتوحللاشتقاق دالة قابلة fلتكن 

)بالعدد الحقيقي ) ( )f x′′؛ تسمى الدالة المشتقة الثانية للدالة fعلى المجال Iالرمز  ؛ ونرمز لها بf ′′ 

)                                 :        ونكتب  ) ( ) ( ):f x f x f x′′′ ′′ ′= 

 
 
 

 
I-  تغيرات دالة عددية: 
 

  .    I على مجال مفتوحللاشتقاققابلة عددية  دالة fلتكن 
    ]fتزايدية على المجال   [I            ⇔                [ ]: ( ) 0x I f x′∀ ∈ ≥   . 

    ]fتتناقصة على المجال [I             ⇔                [ ]: ( ) 0x I f x′∀ ∈ ≤.   

  . I على مجال مفتوحللاشتقاققابلة عددية  دالة fكنلت         
 ]fعلى المجال قطعا  تزايدية [I        ⇔                ]: ( ) 0x I f x′∀ ∈ > ، 

fقد تكون(   ] )Iمن نقط عدد منته  في منعدمة ′

 ]fعلى المجال قطعا  تناقصية[I       ⇔                ]: ( ) 0x I f x′∀ ∈ < ، 

fقد تكون(   ] )Iمن نقط عدد منته  في منعدمة ′

II-  مطاريف دالة عددية: 
 

0 حيز تعريفها ؛ وليكن fD دالة عددية وfلتكن  fx D∈ . 
)0نقول إن العدد  )f x للدالةالقصوى المطلقةالقيمة  هو f0 عند العددx ) لدالةأو أقصى اf (  ؛  إذا

:0:تحقق ما يلي  ( ) ( )fx D f x f x∀ ∈ )0:               ونكتب  .  ≥ ) ( )
fx D

f x Max f x
∈

= 

)0نقول إن العدد  )f xللدالةقصوى نسبيةقيمة   هو f0 عند العددxأو أقصى نسبي للدالة(  ؛f (  ؛ إذا

:0:  بحيث 0x مرآزهIوجد وجد مجال مفتوح  ( ) ( )x I f x f x∀ ∈ )0:ونكتب.≥ ) ( )
x I

f x Max f x
∈

= 

0 حيز تعريفها ؛ وليكن fDددية و دالة عfلتكن  fx D∈.  
)0نقول إن العدد  )f x للدالةالقيمة الدنيا المطلقة هو f0 عند العددx ) أو أدنى الدالةf (  ؛  إذا تحقق

:0:ما يلي  ( ) ( )fx D f x f x∀ ∈ )0:               ونكتب   .  ≥ ) ( )
fx D

f x Min f x
∈

= 

)0نقول إن العدد  )f xللدالةقيمة دنيا نسبية  هو f0 عند العددxسبي للدالةأو أدنى ن(  ؛f (  ؛  إذا

:0: بحيث0x مرآزهIوجد وجد مجال مفتوح  ( ) ( )x I f x f x∀ ∈ )0 :ونكتب .≥ ) ( )
x I

f x Min f x
∈

=  

)0 إذا آانت  )f x فإننا نقول إن النقطة...  قيمة دنيا أو قصوى أو( )0 0, ( )M x f x للدالةمطراف f.  

تطبيقات للدالة المشتقة
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fإذا آانت . 0x على مجال مفتوح مرآزهللاشتقاق دالة عددية قابلة fلتكن   تغير إشارتهاو 0x في تنعدم′

) ؛ فإن النقطة 0xبجوار )0 0, ( )M x f xمطراف للدالة f.  

                  
 

         0( )f x  للدالة هي قيمة دنياf0 عند العددx              0( )f xهي قيمة قصوى للدالة f0 عند العددx 
 

                
III-  التقعر ونقط الإنعطاف: 

 
 :دراسة التقعر  

 
)نقول إن منحنى  )fC ؛ إذا آان يوجد فوق جميع مماساته محذب . 

)نقول إن منحنى  )fC ؛ إذا آان يوجد تحت جميع مماساته مقعر .  

           
                                                         

  .I  مرتين على مجال مفتوحللاشتقاق دالة قابلة fلتكن 
:إذا آان  • ( ) 0x I f x′′∀ ∈ )فإن المنحنى   ؛ ≤ )fC  محذب.  

:إذا آان  • ( ) 0x I f x′′∀ ∈ ) فإن المنحنى  ؛ ≥ )fC قعر م. 
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)نقول إن نقطة  )0 0, ( )M x f x  ،لمنحنىنقطة انعطاف ( )fC؛ إذا آان( )fC تقعره بجوار النقطة يغيرM.  

fإذا آانت  ) ؛ فإن النقطة 0x تغير إشارتها بجوار و0xتنعدم في ′′ )0 0, ( )M x f x نقطة انعطاف 

)للمنحنى )fC . 

                            
)     النقطة           )0 0, ( )A x f x            النقطة                  نقطة انعطاف   ( )0 0, ( )B x f xنقطة انعطاف  

)    انعطاف للمنحنى                  )fC.                                            انعطاف للمنحنى    ( )fC. 

         

                           
                           أو                                     أو                                      

                                  
 

fإذا آانت    ) ؛ فإن النقطة0x تغير إشارتها بجوارلا و0x   تنعدم في′ )0 0, ( )M x f x نقطة انعطاف 

)للمنحنى )fC.  
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)                النقطة )0 0, ( )A x f xنقطة انعطاف                             النقطة ( )0 0, ( )B x f xنقطة انعطاف  

)للمنحنى                               )fC                                                للمنحنى     ( )fC 

                                           
 

IV . لة عدديةدالمثال لتمثيل مبياني:  
  : المعرفة بما يلي x للمتغير الحقيقيfلدالة العدديةا      نعتبر 

                                                                                                          
     :  آما يليfنلخص دراسة الدالة وتمثيل الدالة      

 
 


