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I. 6ت�����ا���9ء و  	: 	�اء ا�*��  :ا��
  :ت,$ی; .1
����u
�

v و
�


� �� ا�
	�ء����� ,AوBوC�
u : ��ث ��� �� ا�
	�ء �� AB=
� ����

vو AC=
� ����

�ى ��� �         ی�ج$ #"! ا �

( )P ��'ی() �� ا�AوBوC.  

 �
����)"� +)"�uا��$اء ا�
�

v و
�

+)"�AB-+ ا�
	�ء ه� ا��$اء ا� AC⋅
���� ����

�ى��)-+ ا�( )P ,.�(��� /� .�(� وu v⋅
� �
.  

  :م��">�
�ى ت($د إ�! ا�
	�ء��6 4�5
�ت ا��$اء ا��"(+ -+ ا�(
  .ج(

=3��
:  
����u
�

v و
�

u :� �� ا�
	�ء ��
���ث ��CوBوAو,  �����
� �� ا�
	�ء AB=
� ����

vو AC=
� ����

  

uإذا آ��7  �
�

v و
�


� -�ن��$;'� (
< �
����� : cosu v AB AC BAC⋅ = × ×
� �

  

uإذا آ��7  �
�


) �';$�= -�ن<. u v AB AH⋅ = ⋅
� � ���� ����

 , �

CAا�(��� ا�;(�دي �"'�?= Hح���)#"! ا�( )AB  

( )2 2 21

2
u v AB AC BC⋅ = + −
� �

  

  :م��">�

�  +)"�uا��$اء ا� v⋅
� �

 ی)�. �/ ���)�.
2

u
�

 ,  =���)"� +)"�uو ی�(! ا�()�6 ا�
�

  

AB'�u ا�(���=  �
�

Cج�:  ه� ا�;$د ا���
�+ ا�(
2

u u=
� �

  

�����:  
����u
�

v و
�

wو 
��


� kث �����ت �� ا�
	�ء و  ���
  :�$ی'�, #$دا ح�

u :ا����ث��� ← v v u⋅ = ⋅
� � ���

  

← ��
:ا�<&�
( ) ( )

( )

ku v k u v

u v w u v u w

⋅ = ⋅ 


⋅ + = ⋅ + ⋅ 

� � ����

� � �� � � �����  

  ت,�م� م��%��� .2
  ت,$ی;
����u
�

v و
�

�ل إن .  �����
� �� ا�
	�ء��u
�

v و
�

0u ��;��$ت�ن إذا و-�� إذا آ�ن  v⋅ =
� �

 ,C��� و: u v⊥
� �

  
  :1م��ل

ABCDEFGHC;��   

AE: �$ی'�
����

ACو 
����

0ACن أي ��;��$ا AE⋅ =
���� ����

) ن  ( )AE ى����دي #"! ا�()# ( )ABC(   

AEو �(� أن  BF=
���� ����

0AC -�ن  BF⋅ =
���� ����

AC أي  BF⊥
���� ����
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  :2م��ل
 ��
�ABCDEFGH /;"ل ض�I �J;�� a   

=

= ا����)"�  :أح�C ا��$اءات ا�

AE BG⋅
���� ����

      AE AG⋅
���� ����

  

BA BH⋅
���� ����

       AG EB⋅
���� ����

  
II. AB'�م �  ا��C�D ا�������� ����اء ا�*��	 :	 م,�A م�,�م

  :A و ا���س ا���,�م�ان ا���'B��نا��,�
  :ت,$ی;
 ��
�( ); ;i j k

� � �
   �� ا�
	�ءOأس�س� -+ ا�
	�ء و

�ل إن ��( ); ;i j k
� � �

0i:     أس�س ��;��$ �('AB إذا آ�ن j ik jk= = =
�� �� � �

1i   و   j k= = =
� � �

   

�ل إن ��( ); ; ;o i j k
� � � �

) �;"AB')� $��;�� A إذا آ�ن  ); ;i j k
� � �

�)B')� أس�س� ��;��$ا   


(� ت�J+ �� -�)ات ا�$رس- ,    AB')� $��;�� A";� !ء إ��	
�C ا�'�.  
AB')� $��;�� A";� +- +)"�
= �"�$اء ا�"

N= ا���"Oا�  

�����:  
uإذا آ��7 xi y j zk= + +

� � � �
v و x i y j z k′ ′ ′= + +

� � � �

� �� ا�
	�ء -�ن�����  :u v xx yy zz′ ′ ′⋅ = + +

� �
   

����
:  
uت��ن ا�(����ت  xi y j zk= + +

� � � �
v و x i y j z k′ ′ ′= + +

� � � �
0xx ��;��$ی� إذا و -�� إذا آ�ن  yy zz′ ′ ′+ + =  

=���� AB')� =
"

N= ا���"Oا��
�?�� =-��   و �(
  م'AB م��%�

�����  

uإذا آ��7  xi y j zk= + +
� � � �

u-�ن �'AB ا�(���=
�

�2: ه 2 2
u x y z= + +
�

  

���&F
  :ا��*�:�  �� 
�����:  

����( ); ;A A AA x y zو( ); ;B B BB x y zء�	

� �� ا��?��  

 =-��
� ا�'�?�
�ا�(�AوB+ه :( ) ( ) ( )
2 2 2

B A B A B A
AB x x y y z z= − + − + −  

�#= ا�'�� )�)� +"
u:   �� ا�
	�ء ��
�Mت�$ی$ ت�" AM k⋅ =
� �����

  
�����:  
 ����Aء و�	
)��?= �� ا� ); ;u a b c

�

) �';$�= و< =����k�
�
  #$دا ح�

�#= ا�'��)��M�
u: �� ا�
	�ء  �� AM k⋅ =
� �����

 ��P !"# Cى �;�د��/ ت�����0axه+ � by cz d+ + + = ,   �
  #$د ح�
�+dح

  :م��ل
)�;�J) ا�'�?= )1; 1;2A )و ا�(���= − )2;1; 1u −

�
) �'�$د )P��'ا� =#�)��M�
1u: �� ا�
	�ء �� AM⋅ = −

� �����
.  

 ����( ); ;M x y zء�	
): �$ی'�, ��?= �� ا� ) ( ); ; 1M x y z P u AM∈ ⇔ ⋅ = −
� �����

   

                         ( ) ( ) ( )2 1 1 2 1x y z⇔ − + + − − = −  

.                                             2 2 0x y z⇔ + − + =                                 n
�

  

=#�)إذن ا�(�( )P/ي �;�د��Qى ا����2: ه+ ا�( 2 0x y z+ − + =  

III. 6��
 6��B'و م��%� م �&F'  د�  :ا��*�"ى ا���

�H م*�"ى 6��B'م��%� م:  

  :ت,$ی;
��
�( )Pء�	
�ى -+ ا���� .  

  

  (P) 
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�ى ��
/ #"! ا�()B'� =���� +)��( )P =���� �nآ
�

�ى��
) �';$�= ی��ن ات��ه�� #(�دی� #"! ا�(<( )P.  

  
����
:  
nا�(���=
�

�ى ��
/ #"! ا�()B'� ( )P7إذا و-�� إذا آ�� n
�

�ى��)"� �
) ��;��$ة �6 ����� )P.   

�����:  
 ����aوbو c�
�� =
�
) و أ#$ادا ح� ) ( ); ; 0;0;0a b c ≠   

�#= ا�'��)��d( ); ;M x y zء ا���	
0ax:+ ت��S �� ا� by cz d+ + + =  

�ى و ا�(���=��)ه+ � ); ;n a b c
�

/
"# /
)B'� =���� .  

/
"# /
)B'� =���� ى ��$د �'�?= و���)� =
  :�;�د�= دی��رت
�����:  

���� ( ); ;n a b c
�


) �';$�= و< =���� Aء�	
  . ��?= �� ا�

�ى��)ا�( )P=?�'ا�(�ر �� ا� A/
"# /
)B'� =���� ا�'��,  و =#�)�� �0AM: �� ا�
	�ء ا��+ ت��MSه n⋅ =
�������

  

��P !"# Cت�� /� =
0ax :و �;�د�= دی��رت by cz d+ + + = ,  �
  .#$د ح�
�+dح


� م*�"ى �&F
  :م*�:� 
  :ت,$ی;
��
�( )Pى و���� Aء و�	
�ىA ا�(��� ا�;(�دي �"'�?=H ��?= �� ا���) #"! ا�( )P.  

=-����-= ا�'�?=AHا�(� !)��ىA ت��) #� ا�( )P , .�(��� ��� .�(و ی( )( );d A P.   

�����:  
��
�( )P/ى �;�د������ 0ax by cz d+ + + ) و = ); ;A A AA x y zء�	
  .��?= �� ا�

��-= ا�'�?=�Aى���) #� ا�( )P+ه : ( )( )
2 2 2

;
A A Aax by cz d

d A P
a b c

+ + +
=

+ +
  

  :1م��ل
�ى��
/ #"! ا�()B'� =���� �#أ( )P=
  : -+ آ� ح��= �� ا���Tت ا����

( ) : 2 7 3 0P x y z− + − =  

( ) : 4 0P x y+ + =  

( ) : 2 11 0P y z− + =  

  :2م��ل
)�;�J) -+ ا�
	�ء ا�(���= )1;2;1n

�
�
) و ا�'�?� )1;0;2A ) و− )3;1;0B.   

�ى��)"� =
)ح$د �;�د�= دی��رت )P=?�'ا�(�ر �� ا� Aو n
�

/
"# /
)B'� =���� .  


� ��را�
�)یU)ح$د ت�A
���)"� ( )D =?�'ا�(�ر �� ا� Bى���)و ا�;(�دي #"! ا�( )P.  

�ث إح$ا�
�ت ا�'�?=ح$د ��"B′=?�'"� دي��ىB ا�(��� ا�;(��) #"! ا�( )P.  

IV. �J���� درا�� ت������:  
  :ت,$ی;
����Ω ء و�	
�جR ��?= �� ا�� �
�
  .�J �?;�#$دا ح�
=�"
)ا� )Sا��+ �)آ.ه� Ω ��#�;P و R ��'ا� =#�M: �� ا�
	�ء ا��+ ت��MSه+ ��( RΩ =.  

.�(��� =�"
)�)�. ��VQ ا� );S RΩ  

�"
  : ��$دة �()آ.ه� و P;�#��=�;�د�= دی��رت
= ا�
�����:  

=�"
"� =
)�;�د�= دی��رت )Sا��+ �)آ.ه� ( ); ;a b cΩ ��#�;P و R( )0R ):ه+� ) ( ) ( )
2 2 2 2

x a y b z c R− + − + − =  

2:و ت��C أی	� 2 2
2 2 2 0x y z ax by cz d+ + − − − + =�
2: ح 2 2 2

d a b c R= + + −  
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�J�: $&L:  
A
���� �)آ )D=�"- .ء ��ر �� �)آ�	
) �� ا� );S RΩ�
] �'�ΩWOح
� , B وA ی�?;�� -+ ��?� ]AB             

]ا��?;= ]AB=�"
) ت�(! �?)ا �" );S RΩ.  

�����:  
���� Aو Bء�	

� �� ا��
"�X� �
�?��.  

�#= ا�'�� )��MSء ا��+ ت���	
0MA: �� ا� MB⋅ =
���� ����

]ه+ ا�
"�= ا��+ أح$ أ�?�ره� ]AB,  ��� =
و �;�د�= دی��رت

):ه+ )( ) ( )( ) ( ) ( ) 0A B A B A Bx x x x y y y y z z z z− − + − − + − − = ,  �
)ح ); ;A A AA x y zو( ); ;B B BB x y z.   

V. 
  :�N ا�'MF  ��درا�� م��"
�����:  

����a و bوcو d �
�� =
�
) أ#$ادا ح� ) ( ); ; 0;0;0a b c �#= ا�'�� Sو≠)�� ( ); ;M x y zء ا�	
 :��+ ت��S ا�(;�د�=�� ا�
2 2 2

0x y z ax by cz d+ + + + + + =  

)ت��ن )S2 : -"�= إذا و-�� إذا آ�ن 2 2
4 0a b c d+ + − �  

�;ا�'�?=  �)آ. هVQ ا�
"�= ه ;
2 2 2

a b c 
Ω − − − 
 

�: و P;�#�� ه
2 2 2

4

2

a b c d
R

+ + −
=  

2إذا آ�ن 2 2
4 0a b c d+ + − ) -�ن ≻ )S=<ر�
  .ه+ ا�(�(�#= ا�

2إذا آ�ن  2 2
4 0a b c d+ + − )-�ن = )S +ه( ) ; ;

2 2 2

a b c
S

  
= Ω − − −  

  
  

  :ت�$ی�
=�"
"� =
)ح$د �;�د�= دی��رت )S=
  :-+ ا���Tت ا����

( )Sآ.ه�(� ( )1;2; 3Ω − ��#�;P 4 وR =.  

( )Sآ.ه�(� ( )0; 1;1Ω )و ت() �� ا�'�?= − )1;2; 1A −  

( )S ?�ره��أح$ أ =�"-[ ]AB,  

�
) :ح )1; 1;2A )و − )1;3; 4B − −.  

  :ت�$ی�
)ح$د ��(�#= ا�'��  ); ;M x y z=
  :ا��+ ت��S ا�(;�دTت ا����

( ) 2 2 2

1 : 6 4 6 6 0E x y z x y z+ + − + − + =  

( ) 2 2 2

2 : 4 2 2 6 0E x y z x y z+ + − + + + =  

( ) 2 2 2

3

9
: 3 2 0

2
E x y z x y z+ + − + + + =  

VI. A�F�*و م �J�: OP�Fت:  
 ��
�( )Dرا��)ي�� �
U)�� �-(;� ء�	

(� �� ا����)و, � )S =
��'�Y �� ����5 , -"�= �;)-= �(;�د���� ا�$ی��رت� ="U�رس ��ث أ$'�

A
���)"� +J�)ا��ض6 ا�' )D=�"
) و ا� )S.   

  :1م��ل 
 ����( )Sا��+ �;�د���� =�"
2 :ا� 2 2

6 4 2 5 0x y z x y z+ + + − − + ) و= )D+"ا�(;)ف �(� ی A
���  : ا�(

( )

2

5 ;

1 2

x t

y t t

z t

=


= + ∈


= −

�  

=�"
)-+ هQا ا�(�Uل �" )SA
���) و ا�( )D+ة �]�)آ= ه$

A, A ��?= وح����ل إن ا�(��( )D=�"
) �(�س �" )S=?�'ا� +- A.  
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  :2م��ل 
 ����( )Sا��+ �;�د���� =�"
2 :ا� 2 2

4 2 1 0x y z x y+ + − − − ) و= )D+"ا�(;)ف �(� ی A
���  : ا�(

  

=�"
)-+ هQا ا�(�Uل �" )SA
���) و ا�( )D�)ن �]�)آ��ن ه��?�� A و B,A
����ل إن ا�(��( )D=�"
"� 6I��( )S.  

  :3م��ل 
 ����( )Sا��+ �;�د���� =�"
2 :ا� 2 2

2 4 2 4 0x y z x y z+ + − + − + ) و= )D+"ا�(;)ف �(� ی A
���  : ا�(

( )

0

;

x

y t t

z t

=


= ∈


=

�  

A
���)-+ هQا ا�(�Uل ���ل إن ا�( )D=�"
) ی�ج$ �5رج ا� )S.  

VII. و م*�"ى �J�: OP�Fت:  
����( )S=
)و,  -"�= �;)-= �(;�د���� ا�$ی��رت )P� �-(;� ء�	
�ى �� ا���� =
                      �'$رس ��ث أ�U"= , (;�د�= دی��رت

�ى��)"� +J���'�Y �� ����5 ا��ض6 ا�'�( )P=�"
) و ا� )S.  

  :1م��ل 
 ����( )Sا��+ �;�د���� =�"
2 :ا� 2 2

2 2 2 1 0x y z x y z+ + + − + − �ى=��) وا�( )P ا�(;)ف   

2 :���(;�د�= 2 3 0x y z+ + − =  

  :2م��ل 
=�"
)�'$رس ت��6I ا� )S ا��+ �)آ.ه� ( )2;0;1Ω ��#�;P 3R �ى=��)�6 ا�( )P/ي �;�د��Q2 ا� 3 0x y z− + + =  

  :3م��ل 
����( )S+ا��+ �;�د���� ه =�"
2 : ا� 2 2

2 1 0x y z x+ + − + �ى, =��)و ا�( )P  

1 : ا�Qي �;�د��/ ا�$ی��رت
= ه+ 0x y z+ − + = =�"
) �'$رس ت��6I ا� )Sى���)و ا�( )P.  

�����:  
�ى ��)ی��ن � )P=�"
)�(�س� �" );S RΩإذا و-�� إذا آ�ن ( )( );d P RΩ =.  

=��";� =?�� +- =�"
�ى �(�س ���)� =
  :�;�د�= دی��رت
�����:  
 ����( )S آ.ه�(� =�"-ΩوA=�"
) ��?= �� ا� )S$
�ى وح��) ی�ج$ � )P =�"
) �(�س �" )S =?�'ا� $'#A,  

�ى ا�;(�د��
A و ه� ا�(���)ي #"! ا�( )AΩ=?�'ا� +- A ,  أي( ) 0M P AM A∈ ⇔ ⋅ Ω =
����� ����

.  

 

 

 

 

( )

1 2

2 2 ;

1

x t

y k k

z k

= − +


= − ∈


= − +

�


