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I.  �#
    ∞− وأ ∞+
 �ی� & م#� �� ��ا�� 
 ����f ل��	 
�� 
���	 
] دا�
 ��د� [;a +∞  ��� a ∈R.  

)إذا آ���   )f x ول�� 
): " �"� � ���! ∞+ إ�
 x� �	� ��ول  ∞+ إ� )lim
x

f x
→+∞

= lim  "     أو     "∞+ f
+∞

= +∞"   

 

 ا� '���ت ا������� 
): �+�� ا���,�� )�+* 	(�)' )lim
x

f x
→−∞

= )   أو  ∞+ )lim
x

f x
→−∞

= ) أو  ∞− )lim
x

f x
→+∞

= −∞  


 �ی�ت ا
���دی� :  

�lim
x

x
→+∞

= +∞  �2
lim
x

x
→+∞

= +∞        � 3
lim
x

x
→+∞

= +∞     �      lim
n

x
x

→+∞
= +∞  n

∗∀ ∈� 

�lim
x

x
→−∞

= −∞  �2
lim
x

x
→−∞

= +∞         �3
lim
x

x
→−∞

= −∞     

 �lim
n

x
x

→−∞
= lim    �                             زوج.  nإذا آ�ن ∞+

n

x
x

→−∞
=     ��دي   n إذا آ�ن ∞−

II.  �#
    ∞−وأ  ∞+
 �ی� م#� �� ��ا�� 
 ����f ل��	 
�� 
���	 
] دا�
 ��د� [;a +∞  ��� a ∈Rو   ����l��2�2� دا��   

)إذا آ���   )f x 
): " �"� � ���! ∞+ إ�
 x� �	� ��ول  l ��ول إ� )lim
x

f x l
→+∞

lim"أو       "     = f l
+∞

="   

� ���f ل��	 
�� 
���	 
[ دا�
 ��د� ];b−∞  ��� b ∈Rو   ����l′��2�2� دا��   

)إذا آ���   )f x 
): " �"� � ���! ∞− إ�
 x� �	� ��ول  ′l ��ول إ� )lim
x

f x l
→−∞

lim"أو       "     =′ f l
−∞

′="   


 �ی�ت ا
���دی� :  

  �    
1

lim 0
x x

+

→+∞
=    �   

1
lim 0
x x

−

→−∞
=     �      

1
lim 0

nx x→+∞
=  n

∗∀ ∈�     � 1
lim 0

nx x→−∞
=  n

∗∀ ∈�      

��*��:         ����f و  
   ��دا �l��2�2 دا�
 ��د�
  .��ن ه�7 ا� '��
 و���ة) ∞−أو �.   (∞+ �. l ت2,* �'��
 fإذا آ���  

( )lim
x

f x l
→+∞

=  9���� ( )( )lim 0
x

f x l
→+∞

− =  

( )lim
x

f x l
→−∞

=  9���� ( )( )lim 0
x

f x l
→−∞

− =  

III.  �!+
  ا�# �ی� ا��#� �� و ا�.
 �-�� ��ا�� ,	 
1.  �!+

 �ی� م#� ��  ��ا�� ,	  

 ����f و  

 	��f��د�� �a ��:( ���2�2 و l دا�
 ��د��� 
[ل ��
 ا�(�*  	��� [;a aα α− + ��� α +∗∈�  


 ا�(�* �� 
�;+�	 
[أو �� [ { };a a aα α− + −  

)إذا آ���   )f x 
): " �"� � ���! a إ�
 x� �	� ��ول  l ��ول إ� )lim
x a

f x l
→

lim"أو       "     =
a

f l="  

2. ��*�� 

 ����f و  
  ��د�� �a���2�2 و l دا�
 ��د�
  .  ��ن ه�7 ا� '��
 و���ةl .� a ت2,* �'��
 fإذا آ���  
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 �ی�ت ا
���دی� :  

�
0

lim 0
x

x
→

=      �2

0
lim 0
x

x
→

=             � 3

0
lim 0
x

x
→

=                    �      
0

lim 0
n

x
x

→
=   n

∗∀ ∈�  

3.  �!+

 �ی� & م#� ��  ��ا�� ,	  

 ����f 
aو  دا�
 ��د� ∈R.  

)إذا آ���   )f x 
): " �"� � ���! a إ�
 x� �	� ��ول  ∞+ ��ول إ� )lim
x a

f x
→

= lim"أو       "     ∞+
a

f = +∞"   

IV.�
   ا����� وا�# �ی� 
�3 ا���5ر ��ا�� ,	 
+!� 3ا�# �ی� 
 ����f و  
  ��د�� �a���2�2 و l دا�
 ��د�

)إذا آ���   � )f x 

 ا��+�� �"� � ���! a إ�
 x� �	� ��ول  l ��ول إ��� " :( )lim
x a

f x l
+→

)"   أو       "  = )lim
x a
x a

f x l
→

=

�

"   

)إذا آ���  � )f x 

 ا��+�� �"� � ���! a إ�
 x� �	� ��ول  )∞−��
 ا��;ا�. ا�
(∞+ ��ول إ��� " :( )lim
x a

f x
+→

= +∞   "    

)"أو       )lim
x a
x a

f x
→

= +∞

�


 ا��;ا�.   ( "��( )lim
x a
x a

f x
→

= −∞

�

)  أو   )lim
x a

f x
+→

= −∞(      

�!+

9�ف �#67 ا�!�ی+� ا�# �ی� 
�3 ا���5ر ,	   

 �ی�ت ا
���دی� :  

0
0

1
lim
x
x

x→
= +∞

�

     �  
0

0

1
lim
x
x

x→
= −∞

≺

  � 
0

0

1
lim

nx
x

x→
= +∞

�

  n
∗∀ ∈�   �  

0
0

lim 0
x
x

x
→

=

�

    �  
0

0

1
lim
x
x

x→
= +∞

�

       

    ��ن , =�� 	 ��م  زوج.  nإذا آ�ن � 
0

0

1
lim

nx
x

x→
= +∞

≺

��ن     ,  ��دي  =�� 	 ��م nإذا آ�ن   �     
0

0

1
lim

nx
x

x→
= −∞

≺

         

  ��د�� �a���2�2 و l دا�
 ��د�
  و ����f  :م$�ه#�

( )lim
x a

f x l
+→

= 9����  ( ) ( )lim lim
x a x a
x a x a

f x f x l
→ →

= =

� ≺

 

V. 3 ا�# �ی�ت�
 ا�9����ت 


 ا��+�� و ا��?�روه@7,  ��دان ���2�2ن ′l  و  l   و  ∞− أو ∞+ ��د �2�2. أو �?�وي �a. آ* 	� ��. �� 
:��B 
   ا��+���ت ت,2
 :ا�# �ی� و ا���: .1

+∞  −∞  −∞  +∞  l  l  l ( )lim
x a

f x
→

  

−∞  +∞  −∞  +∞  −∞  +∞  l′  ( )lim
x a

g x
→

  
  د=�� 	:�ش�* 

−∞  +∞  −∞  +∞  l′+l  ( )( )lim
x a

f g x
→

+  
 :ا�# �ی� و ا�>�ب .2

−∞  +∞  0  −∞  +∞  +∞  0l ≺  0l �  0l ≺  0l �  l  
 

( )lim
x a

f x
→

  

  ′l  ∞+  ∞+  ∞−  ∞−  ∞+  ∞−  ∞−  ∞+ أو ∞−  0
  

( )lim
x a

g x
→

  
  دش�* =�� 	:�

  +∞  −∞  +∞  +∞  −∞  +∞  +∞  l′.l  ( )( )lim
x a

fg x
→

  

 :ا�# �ی� و ا��+��ب .3
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0
−  0

+  −∞  +∞  l
∗′∈R  ( )lim

x a

g x
→

  

−∞  +∞  0  0  
1

l′
  ( )

1
lim
x a

x
g→

 
 
 

  

  
 :ا�# �ی� و ا�?�رج .4

−∞  
+∞  

0  −∞  
أو∞−

0l ≺  
أو∞+

0l �  
أو∞+

0l �  
أو∞−

0l ≺  

+∞  
−∞  +∞  l  l  

 

( )lim
x a

f x
→

  

−∞  
+∞  

0  0l ≺  0
−  0

−  0
+  0

+  0l ≺  
0l �  

0l �  ∞  0l′ ≠  
  

( )lim
x a

g x
→

  

  دش�* =�� 	:�

  +∞  +∞  −∞  +∞  −∞  −∞  −∞  

+∞  

0  
l

l′
  ( )lim

x a

f
x

g→

 
 
 
  

  ا��Aودی��
 �ی� ا��ا� .5


 دا�
 ��ود�
 � �	�  ت�ول ��'�x 
  ه. �'��
 ��ه� اEآ,� درج
  ∞− أو إ�
∞+ إ�
  ا��Cری��
 �ی� ا��ا� .6


 دا�
 ج@ر�
 � �	�  ت�ول ��'�x 
 .ه. �Gرج �'��
 ���'� اEآ,� درج
  ∞− أو إ�
∞+ إ�

 �ی� ا��وال ا�.جCری� .7 

��*��: 

 ����f*�)ا� 

 	��ل ���� 
���	 
] دا�
 ��د� [;a +∞  ��:( ( ) 0f x ≥[ [;x a∀ ∈ +∞  


 دا�
 ج@ر�
 � �	�  ت�ول ��'�x 
 .ه. �Gرج �'��
 ���'� اEآ,� درج
  ∞− أو إ�
∞+ إ�

)إذا آ�ن  • )lim
x

f x l
→+∞

0l و = )  ��ن  ≤ )lim
x

f x l
→+∞

=  

)إذا آ�ن  • )lim
x

f x
→+∞

= 0l و ∞+ )  ��ن  ≤ )lim
x

f x
→+∞

= +∞ 

 
H�I	:  7@ول ه�إذا آ�ن ت 
:��B 

 ت,2�B�Gx 

 ا��+�� أو إ�
 ا��?�رa أو إ�
 a أو إ�
 ∞− إ���   


 �ی� ا��وال ا������� .8 

  :��*��ت

�  
0

sin
lim 1
x

x

x→
=   � 

2
0

1 cos 1
lim

2x

x

x→

−
=    � 

0

tan
lim 1
x

x

x→
=           �  

0

sin
lim 1
x

ax

ax→
=  a

∗∀ ∈R  

�  
0

tan
lim 1
x

ax

ax→
=  a

∗∀ ∈R     �  
0

limsin 0
x

x
→

=  � 
0

lim cos 1
x

x
→

=  � lim cos cos
x a

x a
→

=      

�  limsin sin
x a

x a
→

=  a
∗∀ ∈R  � 

0
lim tan 0
x

x
→

=    � lim tan tan
x a

x a
→

= 
2

a k
π

π≠ ∀k و + ∈Z  

  
 


