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 أشطة
  

  : النشاط 
)في المستوى المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  ); ,O i j نعتبر النقط ( )1  ;  0A ، 

( )2  ;  2B − ، ( )3  ;  1C ، ( );  1D α −   
  . عدد حقيقي αحيث 

A عين طبيعة المثلث -1 B C.   
) أكتب معادلة الدائرة -2 )γ ذات القطر [ ]A B.   
A حتى يكون α عين -3 B C D مربعا .  
)معادلة المستقيم  أكتب -4 )BC .  

) وD حتى تكون المسافة بينα عين -5 )BC 10 مساوية إلى.   
  :الحل 

  : ABC تعيين طبيعة المثلث -1
)لدينا  )1 ; 2AB − ، ( )2 ; 1AC 5  وعليهAB 5A و = C =  

): ولدينا  ) ( )( ). 1. 2 2 1 0AB AC = + − =   
  .اقين  و متقايس السA قائم في ABCإذن المثلث 

) تعيين معادلة الدائرة -2 )γ ذات القطر [ ]AB:   

)الدائرة  )γ هي مجموعة النقط ( );M x y حيث M A M B⊥   

.أي  0MA MB =   
):  لكن )1 ;M A x y− − ، ( )2 ; 2M B x y− − −   

):   ومنه )( ) ( )( )1 2 2 0x x y y− − + − − − =  

2وعليه   22 2 2 0x x x y y− − + + + =  

2إذن     23 2 2 0x x y y− + + + =  

( )
2

23 9 1 1 2 0
2 4

x y − − + + − + = 
 

  



 

 

)وعليه     )
2

23 51
2 4

x y − + + = 
 

  

3مركزها هو :   حيث  ; 1
2

 ω − 
 

5 ونصف قطرها 
2

R =  

  : مربع ABCD حتى يكون α تعيين -3

AC مربعا إذا وفقط إذا كان ABCDيكون  BD=   
)لدينا  )2  ;1A C و ( )2 ; 1BD α −   

BDومنه  AC= 2:      يكافئ 2α − 4α    ومنه  = =  
) معادلة المستقيم -4 )BC :   

)لدينا  )1  ;  3B C  

)من أجل كل نقطة );M x yمن المستوى  

)نقطة من M تكون )BC إذا وفقط إذا كان//BM BC  
) وعليه لكون  )2 ; 2B M x y− +   

)فإن  ) ( )3 2 1 2 0x y− − + =.   

)وعليه معادلة  )BC 3 هي 8 0x y− − =.   
   :α تعيين -5

) وDتعطى المسافة بين )BC بالعبارة :  
             

( ) ( )2 2

3 1 8 3 7
1 03 1

D H
α + − α −

= =
+ −

  

10DHلكن  3  ومنه  = 7
1 0

1 0
α −

3ذن   إ= 7 1 0α − =   

3ومنه   7 1 0α − 3   أو  = 7 10α − = −  
1وعليه     7

3
α 1α     أو     = = −  

  
  
  



 

 

  )مراجعة  ( مستويالجداء السلمي في ال
  

  . من المستوي v و uمن أجل كل شعاعين * 

0uإذا كان  0v  و ≠ .  فإن  ≠ . cos ;u v u v u v  

0uإذا كان  0v أو = .:         فإن  = 0u v =  

0u . يتعامد الشعاعان غير المعدومين إذا وفقط إذا كان *  v =.   
)كل شعاع غير معدوم عمودي على مستقيم *     يسمى شعاع ∆(

)   ناظمي للمستقيم  )∆.   

uإذا كان *  AB= 0 حيثu v و ≠ AC= وكانت H المسقط   
) على C   العمودي للنقطة  )AB فإنه :  

   من نفس الاتجاهAH 0AH و AB   إذا كان 

u. . :           فإن  v AB AH=  
   مختلفين في الاتجاه AH و AB   إذا كان 

u. . :          فإن  v AB AH= −  

u. .:      أي أن في الحالتين  v AB AH=  
  : عددا حقيقيا فإن λ ثلاثة أشعة وكان u،v،wإذا كانت * 

             . .u v u vλ λ                    * . .u v v u=*   
2 2 2

2 .u v u u v v     * . . .u v w u v u w*   

  2 2
.u v u v u v     * 

2 2 2
2 .u v u u v v*   

)إذا كان *  );u x y و ( );v x y′   : في معلم متعامد متجانس فإن ′

      .u v xx yy′ ′= 2  و   + 2u x y= +  



 

 

)في معلم متعامد متجانس معادلة مستقيم *  ) حيث ∆( );v a b شعاع   
0ax   ناظمي له هي من الشكل  by c+ +   . عدد حقيقي C حيث =

)تجانس تعطى المسافة بين النقطة في معلم متعامد م*  )0 0;M x y     

)   والمستقيم  0ax الذي معادلته ∆( by c+ + =   

0:                بالعبارة  0

2 2

ax b y c

a b

+ +

+
  

  

  المساقط العمودية في الفضاء 
  
  :م المسقط العمودي على مستقي) أ

( )D مستقيم في الفضاء  .M نقطة من الفضاء  .  

) على المستقيم Mنسمي المسقط العمودي للنقطة  )D النقطة M  نقطة تقاطع المستقيم ′

( )Dوالمستوى ( )Pالذي يشملM و يعامد( )D .  

) نقطة من Mفإذا كانت  )D فإن M    .M تنطبق على ′
  :المسقط العمودي لنقطة على مستو ) ب

) على مستو Nالمسقط العمودي لنقطة  )P هي النقطة N ) نقطة تقاطع المستوى ′ )P 

)والمستقيم  ) و يعامد المستوى N الذي يشمل ∆( )P.   

) نقطة من Nفإذا كانت  )P فإن N    .N تنطبق على ′

  
  
  
  
  
  
  



 

 

  ي في الفضاءالجداء السلم
  
  :تعريف ) أ

   من الفضاء هو الجداء السلمي لهما v و uالجداء السلمي لشعاعين 
  .كما سبق تعريفه في المستوى الذي يشملهما 

.ويكون  0u v   . متعامدين v و u إذا وفقط إذا كان =

  :نتائج ) ب

, إذا كانت - ,A B C نقط من الفضاء حيث AB و AC ليسا مرتبطين خطيا فإن النقط 
, ,A B C تعين مستويا وحيدا ( )ABC.   

.: ويكون  . .cos( ,  )AB AC AB AC AB AC=  

                            . .AB AC AB AH=  
, وكانتAB نقطة من المستقيم C إذا كانت - ,A B C  متمايزة   

  :    مثنى مثنى فإنه 
   في نفس الاتجاه AC و ABإذا كان * 

.:                       فإن  .AB AC AB AC=  

   من اتجاهين مختلفين AC وABإذا كان * 
.  :                       فإن  .AB AC AB AC= −  

  :مبرهنات ) ج

  : عددا حقيقيا فإن k ثلاثة أشعة وكان u،v،wإذا كانت 

          . . .u v w u v u w      * . .u v v u=*   

                          . . .u kv ku v k u v*   

  :شعاع ناظمي لمستو ) د

  عمودي على شعاعين غير مرتبطين خطيا w  كل شعاع غير معدوم 
)  من مستو  )P يسمى شعاع ناظمي للمستوى ( )P.   



 

 

  العبارة التحليلية للجداء السلمي في الفضاء
  

;  في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  , ,O i j k  نعتبر   

;  الشعاعان  ;u x y z ، ; ;v x y z.   

  : في الفضاء بالعبارة u،v  تعطى عبارة الجداء السلمي للشعاعين 

                 .u v xx yy zz  
  : البرهان * 

                                                          u xi y j zk  
                                                        v x i y j z k  

                          .u v xi y j zk x i y j z k  
           . . .  . .xx i i xy i j xz i k x y i j yy j j  
           . . . .yz j k x z i k y z j k zz k k  
.ونعلم أن   . . 1i i j j k k  و   . . . 0i j i k j k  

u.:    وعليه  v xx yy zz  

  :نتائج * 
  :  المربع السلمي ) أ

 
2

. . . .u u u x x y y z z   

:      ومنه 
2 2 2 2u x y z  

0إذا كانت ) ب 0 0; ;A x y z ، 1 1 1; ;B x y z   في معلم متعامد   

;  متجانس  , ,O i j k 1:  فإن 0 1 0 1 0; ;AB x x y y z z   

     : تعطى بالعبارة B و A  وعليه المسافة بين 
           2 2 2

1 0 1 0 1 0A B x x y y z z  
  



 

 

   : 1تطبيق 
;الفضاء منسوب إلى معلم متعامد متجانس  , ,O i j k.   

;3;1 حيث u،vنعتبر الشعاعان  2u ، 1;2;4v.   

u. أحسب  - v  ؛  .v u   ؛   u.   

  :  الحل 
    . 1. 1 3 2 2 4 3u v  

             . 1 1 2 3 4 2 3v u  
               2 2 21 3 2 1 4u  

   :2تطبيق 
; في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  , ,O i j k     

;2;1            نعتبر النقطتان  4A ، 2; 3;5B.   
   .B و A أحسب المسافة بين -

  : الحل 
  :  هي B و A المسافة بين 

        2 2 22 1 3 2 5 4A B  
                                        1 0 7A B  

  

  المعادلة الديكارتية لمستو
  

;الفضاء منسوب إلى معلم متعامد متجانس  , ,O i j k.   

 x،y،z كل معادلة ذات المجاهيل الحقيقية Pنسمي معادلة ديكارتية لمستو : تعريف 
;ومجموعة حلولها هي كل الثلاثيات  ;x y z التي   

;النقطة : ( تحقق  ;M x y z تنتمي إلى المستوى P. (   
  :مبرهنة 

;في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  , ,O i j k لكل مستو معادلة ديكارتية من 

0ax:  الشكل  by cz d   



 

 

;حيث  ;n a b c هو شعاع ناظمي لهذا المستوي .  
0axوالعكس كل معادلة من الشكل  by cz d حيث , ,c b a أعداد حقيقية 

;معدومة هي معادلة مستو مع ليست جميعها  ;n a b c شعاع ناظمي له  .  
d 0 عدد حقيقي وإذا كانd فإن المستوي يشمل المبدأ O.   

  :البرهان 
;في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  , ,O i j k لتكن النقطة  ;  ;A α β γ 

;والشعاع   ;n a b c والمستوي P الذي   

  . شعاع ناظمي له n و Aيشمل 
;تكون النقطة  ;M x y z من الفضاء ونقطة من المستوي P إذا وفقط إذا كان   :

. 0AM n  
0a:   ومنه  x b y c zα β γ  

0ax:  وعليه  b y cz a b cα β γ  

0axوهي من الشكل  by cz d حيث d a b cα β γ  
  :ثلة أم

;في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  , ,O i j k.   

;المستوي  ,O i j 0:                 له معادلة هيz  

;المستوي  ,O i k 0 :                          له معادلة هيy  

;المستوي  ,O j k 0 :                   له معادلة هيx  
  
  
  
  
  
  
  
  



 

 

  )أو مستوي ( المسافة بين نقطة ومستقيم 
  

  :تعريف 
   ) Pأو المستوي ( ∆ والمستقيم Mنسمي المسافة بين النقطة 

Mطول القطعة  H حيث H هي المسقط العمودي للنقطة M أو  ( ∆ على المستقيم

  . ) Pالمستوي
   :1مبرهنة 

  . شعاع ناظمي له n و A المستوي الذي يشمل النقطة Pليكن 

  : تعطى بالعبارة P والمستوي Mالمسافة بين نقطة 
.A M n

M H
n

  .PعلىM هي المسقط العمودي للنقطةH حيث 

  :البرهان 

.:  لدينا  .AM n AH HM n   

        . .AH n HM n       
.: لكن  0AH nمنه    و  :. .AM n HM n  

.:   ولدينا  . . c o s ;H M n H M n H M n  

.:       إذن  . .cos ;HM n HM n HM n  

cos:  لكن  ; 1HM n      أوc o s ; 1H M n       

.:  وعليه  .HM n HM n ومنه     :.HM n
MH

n
  

AM.:   إذن  n
MH

n
  

  
  



 

 

   :2مبرهنة 
;الفضاء منسوب إلى معلم متعامد متجانس  , ,O i j k المسافة بين النقطة 

 ;  ;M α β γ والمستوي P الذي معادلته :  
0ax by cz dعبارة  تعطى بال :

2 2 2

a b c d

a b c

α β γ.   

  :البرهان 

; لدينا   ;n a b c 0 ، لتكن 0 0; ;A x y z نقطة من المستوي P.   

0لدينا  0 0 0ax by cz d 0  ومنه 0 0d ax by cz  

:   لدينا 1من المبرهنة 
.AM n

MH
n

  

   .P على M المسقط العمودي للنقطة Hحيث 

0: لكن  0 0.AM n a x b y c zα β γ  

         0 0 0a b c ax by czα β γ  
                           .AM n a b c dα β γ  

2:    ولدينا  2 2n a b c  

:    وبالتالي 
2 2 2

a b c d
M H

a b c

α β γ  

  : مثال 
;0أحسب المسافة بين النقطة  1;2M والمستوي P الذي معادلته   :

2 4 12 0x y z   
  : الحل 
   .P على M المسقط العمودي للنقطة Hلتكن 

 
2 2 2

2 0 1 4 2 1 2 1 8 1 2 2 1 2 1
4 1 1 6 2 12 1 4

M H
  

  21MH:    إذن 



 

 

  تمـارين و مشكلات
  

  1التمرين
, ,A B C ثلاث نقط في المستوى حيث  :  

    4AB   ،  8A C   ،  . 1 6AB AC  
A,أحسب قيسا للزاوية ) 1 B A C.   

2: استنتج ) 2 2
A B A C A B A C   

         و   
2 2

AB AC AB AC  

  2التمرين  
A و B نقطتان في المستوى .  

  : في المستوى في كل حالة مما يلي M عين مجموعة النقط 
                    2 2 21 )  M A M B A B  

                  2 2 212 )  
2

M A M B AB  

                    213) 
4

MA MB AB  

  3التمرين  
ABC 7:  مثلث حيثAB ، 9BC ، 11AC   

  .عين أقياسا لزوايا المثلث ومساحته 
 4التمرين  

;الفضاء منسوب إلى معلم متعامد متجانس  , ,O i j k.   

,لتكن النقطة  ,M x y z.   
 عين إحداثيات كل من النقط -1

1M،
2M،

3Mالمساقط العمودية للنقطة M على كل من
;المستويات  ,O i j و ; ,O i k و ; ,O j k      

  .على الترتيب 
 على كل M المساقط العمودية للنقطة 4M ، 5M ، 6M عين إحداثيات كل من النقط -2

O;من المستقيمات  i و ;O j و ;O k  على الترتيب.  



 

 

  5التمرين  
ABCDEFGH مكعب طول كل من حروفه a.   

AB.: ة  احسب كل من الجداءات السلمية التالي- AH و .AB CD   
AB.   و  BC و .AB DF و .AB AG.   

  6التمرين  

;في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  , ,O i j k.   

,نعتبر النقط  , , ,A B C D E حيث  :  
1;0;0  ,  0;1;0  ,  0;0;1  ,  1; 1; 1  ,  1;1;1A B C D E  

  . وحيد ABC بين أن المستوي -

   .ABC عمودي على المستوي ED هل المستقيم -
  7التمرين  

;الفضاء منسوب إلى معلم متعامد متجانس  , ,O i j k.   

  : بحيث يتعامد الشعاعان x عين قيمة العدد الحقيقي -
  5; 2;u x 6;1 و; 1v.   
  8التمرين  

;في الفضاء المزود بمعلم متعامد متجانس  , ,O i j k نعتبر الأشعة :  

  6 7 6; ;
11 11 11

u 2 و 6 9; ;
11 11 11

v 9 و 6 2; ;
11 11 11

w   

;بين أن  - , ,O u v w معلم متعامد متجانس للفضاء .  

  9التمرين 
;4;4 الذي يشمل النقطة Pأكتب معادلة المستوي  4A   

   .1u;2;1عامد الشعاع و ي
  
  
  10التمرين  



 

 

;في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  , ,O i j k.   

2 الذي يشمل النقطة P أكتب معادلة المستوي - ; 4 ; 4F     
4:  الذي معادلته P   ويوازي المستوي  6 5 3 0x y z   

  11التمرين  
;في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  , ,O i j k.   

   والنقطة   O الذي يشمل النقطة P أكتب معادلة المستوي -

1; 1;2Aو يعامد المستوي P 2: الذي معادلته 3 0x y z   
  12التمرين  

;1نعتبر النقط  1;1A ، 3;1;0B ، 0;2;1C.   

   .AB والمستقيم C عين المسافة بين -
 13التمرين  

;في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  , ,O i j k نعتبر المستوي P الذي 

5: معادلته  3 1 0x y z 1;0 والنقطة; 3A.   

;1;0احسب المسافة بين  - 3A و P.   
  14التمرين 

;في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  , ,O i j k 2;1 تعطى النقط; 1A ، 

0; 1;1B ، 2;0;1C  ،1;1;9D  

   .ABC تعين مستويا وحيدا A ، B ، C بين أن النقط -

   .ABC والمستوي D احسب المسافة بين -
  15التمرين  

;في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  , ,O i j k نعتبر   

;2;5النقط  4A ، 2;3;0B ، 0; 5;1C ، 3;1;2D  

;نقط  عين المعادلة الديكارتية لمحل ال- ;M x y z   

2:     حيث  2 2 22 20MA MB MC MD.   



 

 

  16التمرين  

;في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  , ,O i j k نعتبر   

;1النقط  2; 1A ، 3; 1; 4B ، 1;0;4C.  

; عين مجموعة النقط - ;M x y z في كل حالة مما يلي :  

  1   (BM AC. 0            2   (AM BC. 10  
  3  (AM BC2 2 100     4  (MB MC. 0  
  5    (M A M B B C 2..   
  17التمرين  

ABCDEFGH مكعب مركزه O وطول حرفه m.   
  : احسب الجداءات السلمية الآتية 

  1  (AH BF.         2   (HB BA.                              
  3   (AB AO.        4   (AE BG.                   

        18التمرين

;الفضاء مزود بمعلم متعامد متجانس  , ,D i j k ، 1i.   

ABCDEFGH مكعب مركزه O وطول حرفه m 1m.   
   أحسب الجداءات السلمية الآتية باستعمال العبارة التحليلية للجداء -

  .   السلمي 

        3 ) .AB AO     2 )  .AG EC     1)  .DC DG  
                           5 )  .H F G C     4 )  .A B B G  
  
  
  
  
  



 

 

  الحـلــول
  

  1التمرين
AB, حساب قيسا للزاوية -1 AC:   

         . . . c o s ,A B A C A B A C A B A C  
                  1 6 4 8 . c o s ,A B A C   

1    إذن     6c o s ,
3 2

A B A C  

1cos           وعليه      ,
2

AB AC  

,2ومنه   2
3

A B A C kπ
π 4 أو, 2

3
A B A C kπ

π  

                                       k      
  :  الاستنتاج -2

                                 2 2
A B A C A B A C  

2 2 2 22 . 2 .AB AB AC AC AB AB AC AC  
                                            2 22 2AB AC  

                                     2 16 2 64 160  
                                 2 2

AB AC AB AC  
2 2 2 22 . 2 .AB AC AB AC AB AB AC AC              

                             4 16 64 4 .AB AC  
  
  
  
  
  
  
  



 

 

  2التمرين
  :تعيين مجموعات النقط 

   .AB منتصف Iلتكن 

MA        لدينا         ) 1   MB AB2 2 2   

     
2 2

2MI IA MI IB AB  

     
2 2

2MI IA MI IA AB  

     2 2 2 2 22 . 2 .MI MI IA IA MI MI IA IA AB  
             2 2 22 2MI IA AB  
             2 2 22 2MI AB IA  

        
2

2 22 2
2
A BM I A B  

2 2 2 21 12
2 2

MI AB AB AB  

                    2 21
4

M I AB  

 ونصف قطرها I هي دائرة مركزها Mومنه مجموعة النقط 
1
2
AB أي قطرها AB.   

MA              :   لدينا ) 2   MB AB2 2 21 
2

  

2 2
21

2
M I IA M I IB AB  

2 2 2 2 212 . 2 .
2

M I IA M I IA M I M I IA IA A B  

214 .
2

M I IA AB 21:         و منه.
8

M I IA A B  

.21:  وعليه 
8

IA IM A B  

  : فيكون IA على Mنقطة  المسقط العمودي للHنفرض 



 

 

    . .IA IM IA IH 21:       إذن.
8

IA IH AB  

.21:      إذن 
2

IA IH A Bومنه        :
2

2 IAIH
A B

     

:      أي 
2

A BIH
A B

1IH:     وعليه 
A B

  

   .H في النقطة AB هي نقط المستقيم العمودي على Mومنه مجموعة النقط 

MA:              لدينا ) 3   MB AB21 .
4

  

        21
4

M I IA M I I B A B  

        21
4

M I IA M I IA A B  

        2 2 21
4

MI IA AB  

        2 2 21
4

MI IA AB  

       2
2 2 21 1 1

2 4 2
M I A B A B A B  

2 ونصف قطرها Iومنه مجموعة النقط هي دائرة مركزها 
2

A B.   

  3التمرين

   لدينا                             
22

BC BA AC  

                                    22
BC AC AB  

                  2 22 2 .BC AC AC AB AB  
2 2 2 2 . . c o s .B C A C A B A C A B A C A B  

         8 1 1 2 1 4 9 2 . 1 1 . 7 c o s ,A C A B  
                  8 1 1 7 0 1 5 4 c o s ,A C A B  

                       8 1 1 7 0 1 5 4 . c o s ,A C A B  
                        8 9 1 5 4 c o s ,A C A B  



 

 

                         8 9c o s ,
1 5 4

A C A B  
                       c o s , 0 , 5 7 8A C A B  

                       , 5 4 , 7A C A Bوعليه:ˆ 54,7A  

2: وبنفس الطريقة  2 2 ˆ2 . .cosAC BA BC BA BC B  

                ˆ121 49 81 2.7.9cosB  

9ˆ:     و منه  2.7.9cosB أي       :
1ˆcos

14
B  

ˆ:    بالتالي   و 85,9B لكن           :ˆ ˆˆ 180A B C  

ˆ:      ومنه  ˆ ˆ180C A B أي   :Ĉ 180 -54,7 -85,9  

ˆ:      إذن  39,4C.   
   :Sمساحة المثلث 
  : مثلث تعطى بالعبارة التالية لدينا مساحة ال

   
1 ˆ. .sin
2

S BC BA B وعليه     :
1 .9.7.sin85,9
2

S  

  31,4S)      وحدة مساحة       ( 
  4التمرين

   :1M،2M،3M تعيين إحداثيات -1
1:     لدينا  ; ;M x y o ، 2 ; ;M x o z ، 3 ; ;M o y z  

   :4M،5M،6M تعيين إحداثيات -2
4:     لدينا  ; ;M x o o،  5 ; ;M o y o ، 6 ; ;M o o z  

  
  
  
  
  
  
  



 

 

  5التمرين
  :حساب الجداءات السلمية 

                     . . 0a a o . . .cos
2

AB BC AB BC π
  

               2a . . 1a a. . .cosAB CD AB CD π  

                               . . .cos 0
2

AB AH AB AH π
  

                          . . .cos ,AB AG AB AG AB AG  

2:      لكن  2 2AG AB BC  

2:     و منه  2 2 22AG a a a 2:     أيAG a  

.22     :    ومنه  2.
2

a a a . . 2.cos
4

AB AG a a π
  

               

   . . . .cos ,AB DF DC DF DC DF DC DF  

2DF:                   لكن  AG a  

. 2a:                       ومنه  . 2 cos
4

AB DF a a π
  

  6التمرين
  : وحيد ABCبين أن المستوي  ن-1

   0AB ، 1;0;1AC;1;1:  لدينا 

   AB ليس لهما نفس الحامل كون إحداثياتACوABبما أن الشعاعان

  :  ومنه ACتناسبة مع إحداثيات ليست م
,النقط  ,A B C تشكل مستويا وحيدا ABC.   

;2:  لدينا  2; 2ED  

  ? ABC عمودي على المستوي EDهل 



 

 

  . 2 1 2 1 2 0 0ED AB  

  . 2 1 2 0 2 1 0ED AC  

 ومنه فهو ABC من المستوي AC و AB عمودي على كل من الشعاعين EDالشعاع 
   .ABCعلى المستوي عمودي 
  7التمرين
   :xتعيين 

                      . 5 1 2 .6 1u v x  
                         7 x 5 12 x  

. إذا وفقط إذا كان v و uيتعامد الشعاعان  0u v   
7:  وعليه  0x 7:        ومنهx   
  8التمرين

;تبيان أن  , ,O u v w معلما متعامدا متجانسا:  

  . ليس لها نفس الحوامل u،v،wالأشعة 

2:   ولدينا  2 22 6 9 1
1 1 1 1 1 1

v  

           2 2 26 7 6 1
1 1 1 1 1 1

u
  

           
2 2 29 6 2 1

11 11 11
w  

6 2 7 6 6 9. 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

u v  

6 9 7 6 6 2. 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1

u w  

2 9 6 6 9 2. 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

v w  



 

 

 وهي متعامدة مثنى 1 ليس لها نفس الحوامل وطويلة كل منها تساوي u،v،wإذن الأشعة 

;مثنى وبالتالي  , ,O u v wء  معلما متعامدا متجانسا للفضا.  

  9التمرين
   :Pمعادلة 

P هو مجموعة النقط ; ;M x y z من الفضاء بحيث     :  

                         . 0AM u   
;4: إذن لدينا  4; 4AM x y z  ،  1;2;1u   

1:    وبالتالي  4 2 4 1 4 0x y z  
                         4 2 8 4 0x y z  

                                  2 8 0x y z   
   .Pوهي معادلة المستوي 

  10التمرين
   : Pمعادلة 

;4الشعاع  6; 5u هو شعاع ناظمي للمستوي P وبما أن P و P 

   .P عمودي على uمتوازيان فإن 

4:   من الشكل Pة وعليه معادل 6 5 0x y z c   

Fوبما أن   P  4   فإن 2 6 4 5 4 0c  

4 هي P  ومنه معادلة 12cإذن  6 5 1 2 0x y z  
  11التمرين
   : Pمعادلة 

;2الشعاع  3;1n عمودي على P.   

;نفرض أن الشعاع  ;n a b c عمودي على P.   

  . متعامدان n و n متعامدان فإن P و Pبما أن 

.ومنه   0n n 2:              وعليه 3 0a b c   



 

 

  . متعامدان OA و n ومنه A و O يشمل Pولدينا 

.وعليه   0n OA  إذن   . 1. 3. 0o a b c  3  أيb c  

:   إذن لدينا 
2 3 0

3
a b c
b c

:      أي أن 
2 8 0

3
a c
b c

  

4a:    وعليه  c    3        وb c  
   3b   و   4a:       فنجد 1cنضع  

  Pوي   هو شعاع ناظمي للمست1n;3;4ومنه 
   . O و A الذي يشمل 
4:  هي Pومنه معادلة  3 0x y z )  لأنه يشمل المبدأO (   

  12التمرين
       1; 1;1A  ،  3;1;0B  ،  0;2;1C   

   :AB و Cتعيين المسافة بين 

   AB على المستقيم C المسقط العمودي للنقطة Hلتكن 

    2;2; 1AB   ،   1;3;0AC   
.:  لدينا  2 1 2 3 1 .0 4AB AC   

.: ومن جهة أخرى  . .A B A C A B A H A B A H  

             2 2 22 2 1 .AH  

                        3AH 9 .AH  

3:  وعليه مما سبق  4AH إذن       :
4
3

AH  

2:   لدينا H القائم في ACHفي المثلث  2 2AC AH CH   
2:   ومنه  2 2CH AC AH  

حيث 
2 2 22 1 3 0 10AC   ،   2 16

9
AH   



 

 

2:   ومنه  16 7410
9 9

CH 7:      ومنه 4
3

C H   

  13التمرين
   :P و A بين dحساب المسافة 

     2 3 5
7

 
2 2 2

5 0 1 3 3 1 0 1 0 3 5
3 53 55 1 3

d  

  14التمرين
, نبين أن - ,A B C تعين مستو وحيد :  

;1:  لدينا  3;2AB  ،  3; 2;2AC   

Aإحداثيات  Bيست متناسبة مع إحداثيات  لAC وعليه الشعاعان AB و AC ليس لهما 
  .نفس الحامل 
,ومنه النقط  ,A B C تعين مستويا وحيدا A B C.   

A نكتب معادلة - B C:   

;لتكن  ;M x y z نقطة من ABC.   

0ax:  من الشكل ABCمعادلة  by cz d   

Aبما أن  ABC    2    فإن 0 . . . (1)a b c d  

Bبما أن  ABC    (2). . . 0    فإنb c d   

Cبما أن  ABC    2    فإن 0 . . . (3)a c d  
2:  نجد ) 2(من ) 3(نطرح  0b a 2:      ومنهb a    

5:  نجد ) 1(بالتعويض في  0 . . . (4)a c d   

3:  نجد ) 4(و ) 3(بجمع  2 0a d ومنه      :
3

2
d a   

32:  فنجد ) 2( بقيمتيهما في d و bنعوض  0
2

a c a   

7:  ومنه 
2

c a   

7: إذن معادلة المستوي هي  32 0
2 2

a x a y a z a   



 

 

                            7 32 0
2 2

a x y z  

2:   وعليه  4 7 3 0x y z   
2:  هي ABCإذن معادلة  4 7 3 0x y z   

   :d ولتكن ABC و D المسافة بين -

            
2 2 2

2 1 4 1 7 9 3 6 6
6 92 4 7

d  

                            6 6 6 9 2 2 6 9
6 9 2 3

d  

  15التمرين
   :Mتعيين محل النقط 

5: لدينا  ;2 ; 4MA x y z   ،  2 ;3 ;MB x y z  

          ; 5 ;1MC x y z ،  3 ; 1 ; 2M D x y z  

:        ومنه 
2 2 22 5 2 4MA x y z  

  MA x x y y z z2 2 2 225 10 4 4 16 8  

          2 2 2 10 4 8 45x y z x y z  

                   
2 2 22 2 3MB x y z  

               2 2 24 4 9 6x x y y z  

                 2 2 2 4 6 13x y z x y  

                 
2 2 22 5 1MC x y z  

            2 2 225 10 1 2x y y z z  

                2 2 2 10 2 26x y z y z  

                
2 2 22 3 1 2MD x y z  

           2 2 2 6 2 4 14x y z x y z  



 

 

2:  ولدينا  2 2 22 20MA MB MC MD  
:  ومنه 

2 2 2 2 2 22 10 4 8 45 4 6 13x y z x y z x y z x y  
2 2 2 2 2 210 2 26 6 2 4 14 20x y z y z x y z x y z  

2:  أي أن  2 2 10 10 18 55 0x y z x y z  
2 2 25 25 5 25 9 81 55 0x y z  

                      
2 2 25 5 9 76x y z  

;5نفرض النقطة   5; 9I 2:    فيكون 76IM   
   ونصف Iوعليه مجموعة النقط هي سطح كرة مركزها 

76R        . 2قطرها   19R  
  16التمرين

  :يين مجموعة النقط تع
;3: لدينا  1; 4BM x y z ، 2; 2;3AC  

       1; 2; 1AM x y z  ، 2;1;0BC  

          1 ; ;4MC x y z ، 3 ; 1 ;4MB x y z  
  1 ; 2 ; 1M A x y z  

                                                                                                                 

1) . 0BM AC  
        3 2 1 2 4 3 0x y z  

                         2 6 2 2 3 12 0x y z  
                                  2 2 3 20 0x y z  

   .AC أي شعاعه الناظمي AC و يعامد Bوهي معادلة مستو يشمل 
               

  



 

 

                                                                                                                 
2 ) . 10AM BC  

          1 2 2 1 1 0 10x y z  
                                    2 2 12 0x y  

                                        2 14 0x y  

   .BCوهي معادلة مستو شعاعه الناظمي 
                                     2 23 )  1 0 0A M B C  

2 2 2 2 21 2 1 2 1 100x y z  

                   
2 2 21 2 1 95x y z  

   .95R ونصف قطرها Aة سطح كرة مركزها وهي معادل

                                              4) . 0MB MC  
3 1 1 4 4 0x x y y z z  

              2 2 23 4 16 8 0x x y y z z  

                   2 2 2 4 8 19 0x y z x y z  
    2

2 21 12 4 1 6 1 9 0
2 4

x y z  

         2
2 21 12 4 1 6 1 9

2 4
x y z  

                  2
2 21 1 32 4

2 4
x y z  

  .مجموعة النقط خالية 
                                          25 )  .M A M B B C  

 1 3 2 1 1 4x x y y z z  

                                    
2

2 2 22 1 0  

           2 2 22 3 2 5 4 5x x y y z z  
2 2

2 1 1 5 2 51 1 1 5
2 4 2 4

x y z  



 

 

         
2 2

2 1 5 1 31 5 2
2 2 2

x y z  

                    
2 2

2 1 5 11
2 2 2

x y z  

1مجموعة النقط هي سطح كرة مركزها 51; ;
2 2

ω 2 ونصف قطرها
2

  
  17التمرين

A.حساب ) 1 H B F:   

                      . .A H B F A H D H  
                       .H A H D  

    . . co s ;HA HD HA HD  
Hولدينا  D m  2  و 2 22 2H A H D A D m m  
2cو   o s . c o s

4 2
H A H D π  

.22:  ومنه  2 . .
2

AH BF m m m  

HB.حساب ) 2 BA:   
:   وعليه A هي النقطة AB على المستقيم Hالمسقط العمودي للنقطة 

. . .H B B A B A B H B A B A  
                    2.m m m  

A.حساب ) 3 B A O:   
 AB منتصف I فتكون AB على المستقيم O المسقط العمودي للنقطة Iلتكن 

2:   وعليه 

.
2 2
m mm. .A B AO A B A I  

A.حساب ) 4 E B G:   
    . . . . c o s ;A E B G B F B G B F B G B F B G  

                        22. 2 .
2

m m m   
  18التمرين



 

 

;لدينا في المعلم  , ,D i j k:   
         ; ;      ;    ; ;    ;   ; ;D o o o A m o o B m m o  

       ; ;    ;    ; ;    ;    ; ;C o m o E m o m F m m m  
    ; ;    ;    ; ;    ;    ; ;

2 2 2
m m mG o m m H o o m O    

  :وعليه نستنتج 
     ; ;     ; ; ;   ;  ; ;AG m m m DG o m m DC o m o  

; ;   ;  ; ;   ;  ; ;
2 2 2
m m mAO AB o m o EC m m m  

  ; ;       ;  ; ;   ;  ; ;GC o o m HF m m o BG m o m  
  :وبالتالي 

    22 )  .AG E C m        21 )  .D C DG m  

      4) . 0AB BG        
2

3 )  .
2
mAB AO  

                                   5 )  . 0H F G C  
  
  
  
  
  
    


