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 حساب التكامل
   1الحصة رقم 

I. تكامل دالة متصلة  

  تعريف و خاصية .1
   Iدالة أصلية لھا على المجال  Fو  Iدالة متصلة على مجال  fلتكن 

   Fغير مرتبط بالدالة   F(b) ‐ F(a)، العدد  Iمن المجال  bو  aلكل عددين حقيقيين 

׬: و نرمز له بالرمز  bإلى  aمن  fيسمى تكامل الدالة   F(b) ‐ F(a)العدد  fሺxሻdx ൌ   ሾFሺxሻሿୟୠ
ୠ
௔ ൌ Fሺbሻ െ Fሺaሻ 

a  وb  يسميا محدا التكامل 

  195تطبيقية ص   أمثلة .2

׬ ܠ܌ ൌ ׬ ૚ ܠ܌ ൌ   ሾܠሿ܊܉ ൌ ܊ െ ܊ ܉
܉ ܊  

܉   

׬ ܠ܌ ܠܛܗ܋ ൌ   ሾܠܖܑܛ ሿ૙ૈ ൌ ሺૈሻܖܑܛ െ ሺ૙ሻܖܑܛ ൌ ૙ૈ
૙   

׬ ૚
ା૚ܠ

૚ିࢋܠ܌
૙ ൌ ሾܖܔ ሺܠ ൅ ૚ሻሿ૙ି܍૚ ൌ ሻࢋሺ࢔࢒ െ ሺ૚ሻ࢔࢒ ൌ ૚  

׬ ૚࢞ࢊ ૛࢞ࢋ
૙ ൌ   ቂ૚

૛
૛࢞ቃࢋ

૙

૚
ൌ   ሺ²ିࢋ૚ሻ

૛
  

׬ √࢞ ൅ ૛૜ ࢞ࢊ ൌ   ൤૜
૝
ሺ࢞ ൅ ૛ሻ

૝
૜൨
ି૛

૟
ൌ ૜

૝
 ൈ ૡ

૝
૜ ൌ ૚૛૟

ି૛   

  

  ملاحظات .3
  بأي حرف آخر حسب الظاھرة المدروسة xفإنه يمكن تغيير الحرف  xغير مرتبط بالمتغير  F(b) ‐ F(a)بما أن العدد 

׬: نكتب  fሺxሻdx ൌ    ׬ fୠ௔ ሺtሻdt ൌ    ׬ fୠ௔ ሺuሻdu ൌ ڮ ൌ ሾFሺxሻሿୟୠ ൌ Fሺbሻ െ Fሺaሻୠ
௔  

   



http://www.meljohra.ift.cx  
 

meljohra@gmail.com 

ح
ب 
سا

مل
تكا
ال

 

6 

 

 2الحصة رقم 
II. خاصيات  

  1خاصية  .1
 :لدينا  Iأعداد حقيقية من المجال  cو  bو   I .aدالة متصلة على مجال  fلتكن 

׬  ݂ሺݔሻ݀ݔ ൌ 0௔
௔   

׬  ݂ሺݔሻ݀ݔ௕
௔ ൌ െ ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௔

௕ 

׬  ݂ሺݔሻ݀ݔ௕
௔ ൌ ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௖

௔ ൅ ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕
௖    

  197تطبيق ص  .2
  : املين أحسب التك

• I ൌ ׬  |x|݀ݔଵ
ିଵ 

ܬ • ൌ ׬  ²ݔ| െ ଵݔ݀|ݔ
ିଵ 

  الحل .3
1 0 1

1 1 0

0 1

1 0

0 1

1 0

1 1² ²
2 2

1 1 1
2 2

I xdx xdx xdx

xdx xdx

x x

− −

−

−

= = +

= − +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= + =

∫ ∫ ∫

∫ ∫
  

  x²‐xلندرس إشارة 
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+∞                                 1                                0                             ∞ -  X  
 x² ‐ xإشارة   +               0                  -             0              +       

  : و منه 

( ) ( )

1

1
0 1

1 0
0 1

1 0
0 1

3 3

1 0

²

² ²

² ²

1 1 1 1² ²
3 2 3 2

1

J x xdx

x xdx x xdx

x x dx x x dx

x x x x

−

−

−

−

= −

= − + −

= − + − +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
=

∫

∫ ∫

∫ ∫  

  الخطانية:  2خاصية  .4
  عدد حقيقي  kو  Iدالتين متصلتين على مجال  gو  fلتكن 

  : لدينا  Iمن المجال  bو   aلكل عنصرين 

׬ ሺf ൅ gሻሺxሻdx௕
ୟ ൌ ׬  fሺxሻdxୠ

ୟ ൅ ׬ gሺxሻdxୠ
ୟ   

׬ ሺkfሻሺxሻdxୠ
ୟ ൌ k  ൈ ׬ fሺxሻdxୠ

ୟ   

  أمثلة .5

׬ ሺݔଶ ൅ ݔ7 െ 3ሻdx ൌ ׬ xଶଵ
଴ dx ൅ ׬7 xଵ଴ dxଵ

଴ െ ׬ 3ଵ଴ dx ൌ   ቂଵ
ଷ
xଷቃ

଴

ଵ
൅  7  ቂଵ

ଶ
x²ቃ

଴

ଵ
െ ሾ3xሿ଴ଵ ൌ  

ହ
଺
  

׬ ൫3ݔ ൅ ൯ݔ√
ସ
ଵ ݔ݀ ൌ ׬3 ସଵݔ ݔ݀ ൅ ׬ ݔ√

ସ
ଵ ݔ݀ ൌ  3 ቂଵ

ଶ
²ቃݔ

ଵ

ସ
൅ ቂଶ

ଷ
ݔ
య
మቃ
ଵ

ସ
ൌ ଵ଺ଷ

଺
  

׬ ቀଷ
௫
൅ 2݁ଷ௫ቁଶ

ଵ ݔ݀ ൌ 3  ׬ ଵ
௫

ଶ
ଵ ݔ݀ ൅ 2  ׬ ݁ଷ ௫ଶ

ଵ ݔ݀ ൌ  3ሾ݈݊ݔሿଵଶ ൅  2  ቂଵ
ଷ
݁ଷ ௫ቃ

ଵ

ଶ
ൌ 3݈݊2 ൅ ଶ

ଷ
 ݁଺ െ ଶ

ଷ
 ݁ଷ   
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  3الحصة رقم 
  تمرين تطبيقي  .6

ܫ: المعرفين بما يلي  Jو  Iنعتبر التكاملين  ൌ ׬  ሻݔ²ሺݏ݋ܿ
ഏ
ర
଴ ܬو   ݔ݀ ൌ ׬  ሻݔ²ሺ݊݅ݏ

ഏ
ర
଴   ݔ݀

  I‐Jو   I+Jأحسب 

   Jو  Iاستنتج قيمتي التكاملين 

  الحل .7

ܫ ൅ ܬ ൌ ׬  ሻݔ²ሺݏ݋ܿ
ഏ
ర
଴ ݔ݀ ൅ ׬ ሻݔ²ሺ݊݅ݏ

ഏ
ర
଴ ݔ݀ ൌ ׬  ൫ܿݏ݋ଶሺݔሻ ൅ ሻ൯ݔଶሺ݊݅ݏ

ഏ
ర
଴ ݔ݀ ൌ ׬  1

ഏ
ర
଴ ݔ݀ ൌ గ

ସ
  

ܫ െ ܬ ൌ ׬  ሻݔ²ሺݏ݋ܿ
ഏ
ర
଴ ݔ݀ െ ׬ ሻݔ²ሺ݊݅ݏ

ഏ
ర
଴ ݔ݀ ൌ ׬  cos ሺ2ݔሻ

ഏ
ర
଴ ݔ݀ ൌ   ቂଵ

ଶ
sin ሺ2ݔሻቃ

଴

ഏ
ర ൌ ଵ

ଶ
  

ቐܫ ൅ ܬ ൌ 4/ߨ 
ܫ െ ܬ ൌ 1/2  ฺ ቐ

ܫ2 ൌ గ
ସ
൅ ଵ

ଶ

ܬ 2 ൌ   గ
ସ
െ ଵ

ଶ

 ฺ ቐ
ܫ ൌ ሺగାଶሻ

ସ

ܬ ൌ   ሺగିଶሻ
ସ

   

  3خاصية  .8
  .  Iعدد حقيقي من المجال  aو  Iدالة متصلة على مجال  fلتكن 

ݔ׊ሺ: بما يلي  Iالمعرفة على   hھي الدالة  aو التي تنعدم في  Iعلى المجال  fالدالة الأصلية للدالة  א ; ሻܫ hሺxሻ ൌ ׬  fሺtሻdt୶
ୟ  

  برھان  .9
  : و لدينا  Iلأنھا قابلة للإشتقاق على المجال  Iمتصلة على المجال   hالدالة 

( )

( )

; ( ) ( ) ( ) ( )

'( ) '( ) ( ) '
'( ) ( ) 0
'( ) ( )

x

a

x I h x f t dt F x F a

h x F x F a
h x f x
h x f x

∀ ∈ = = −

⇒ = −

⇒ = −
⇒ =

∫
  

   fدالة أصلية للدالة   hومنه 

)وحيث  ) ( ) 0
a

a

h a f t dt=    aو التي تنعدم في  Iعلى المجال  fھي الدالة الأصلية للدالة  h فإن ∫=

  مثال .10
  :  1و التي تنعدم في   ] ∞ + , 0[على المجال   x → 1/xھي الدالة الأصلية للدالة   lnأن الدالة نعلم 

): و منه  )
1

10 ; ln( )
x

x x dt
t

∀ > = ∫
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  4الحصة رقم 
III. تقنيات حساب التكامل  

  صليةاستعمال جدول الدوال الأ .1

a.  1قاعدة  

׬   ࢛ᇱሺ࢚ሻ࢛ሺ࢚ሻ࢘࢈
ࢇ ൌ ቂ ૚

ା૚ܚ
ା૚ቃܚሻܜሺܝ

܉

܊
࢘مع    א Է െ ሼെ૚ሽ 

b.  1تطبيق  

׬: التكامل أحسب  ୪୬୶
୶
dx௘

ଵ  

c.  2قاعدة   

׬ ሻܜᇲሺܝ
ሻܜሺܝ

ܜ܌ ൌ   ሾܝ|ܖܔሺܜሻ|ሿ܊܉
܊
ࢇ   

d.  2تطبيق  

׬:  التكاملأحسب  ଵ
୶୪୬୶

dxୣ²
௘  

e.  3قاعدة   

׬ ܜ܌ ሻܜሺܝ܍ሻܜᇱሺܝ ൌ   ܉ሻ൧ܜሺܝ܍ൣ
࢈܊

܉   

f. 3تطبيق   
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  5الحصة رقم 
  المكاملة بالأجزاء  .2

a. تمھيد  
   [a ;b]متصلتين على  ’vو  ’uو بحيث   [a ;b]دالتين قابلتين للإشتقاق على مجال  vو  uلتكن 

ݔ׊ሺ: نعلم أن  א ሾܽ; ܾሿሻ ׷ ሺuvሻᇱሺxሻ ൌ uᇱሺxሻ. vሺxሻ ൅  uሺxሻ. vᇱሺxሻ 

ݔ׊ሺ: نه وم א ሾܽ; ܾሿሻ ׷ ሻݔሺݒሻݔᇱሺݑ ൌ ሺݒݑሻᇱሺݔሻ െ  ሻݔᇱሺݒሻݔሺݑ 

׬ :  و بالتالي  ሻୠݔሺݒሻݔᇱሺݑ
௔ dx ൌ ׬  ሺݒݑሻᇱሺݔሻ௕

௔ ݔ݀ െ ׬ ሻ௕ݔᇱሺݒሻݔሺݑ
௔   ݔ݀

׬ أي   ሻୠݔሺݒሻݔᇱሺݑ
௔ dx ൌ   ሾሺݒݑሻሺݔሻሿ௔௕ െ ׬ ሻ௕ݔᇱሺݒሻݔሺݑ

௔  ݔ݀

b. الخاصية  
   [a ;b]متصلتين على  ’vو  ’uو بحيث   [a ;b]دالتين قابلتين للإشتقاق على مجال  vو  uلتكن 

׬ :لدينا  ሻୠݔሺݒሻݔᇱሺݑ
௔ dx ൌ   ሾݑሺݔሻݒሺݔሻሿ௔௕ െ ׬ ሻ௕ݔᇱሺݒሻݔሺݑ

௔  ݔ݀

c. مثال 

׬ :  التكامل لنحسب  x e୶ଵ
଴ dx  

  : تمرين تطبيقي  .3
  : لأجزاء أحسب باستعمال المكاملة با

ܫ ൌ ׬ ଶݔ݀ ݔ݈݊
ଵ   

ܬ ൌ ׬  .ݔݏ݋ܿ ݁ି௫ ݀ݔగ
଴   

  الحل .4
ܫ  لنحسب التكامل ൌ ׬ ଶݔ݀ ݔ݈݊

ଵ    

൜: لنضع  ࢛
ᇱሺ࢞ሻ ൌ ૚

ሻܠሺܞ ൌ ቊو منه   ܠܖܔ
࢛ሺ࢞ሻ ൌ ࢞
࢜ᇱሺ࢞ሻ ൌ ૚

࢞
 

ܫ: و بالتالي  ൌ ׬ ݔ݀ ݔ݈݊ ൌ   ሾݔ݈݊ݔሿଵଶ െ ׬ ݔ݀ ൌ ሾݔ݈݊ݔሿଵଶ െ ሾݔሿଵଶ ൌ 2݈݊2 െ 1  ଶ
ଵ

ଶ
ଵ 

ܬ:  التكامل لنحسب  ൌ ׬  .ݔݏ݋ܿ ݁ି௫ ݀ݔగ
଴     

ݑ൜: لنضع 
ᇱሺݔሻ ൌ ݔݏ݋ܿ
vሺxሻ ൌ eି୶ ൜و منه    ሻݔሺݑ ൌ ݔ݊݅ݏ

ሻݔᇱሺݒ ൌ െ݁ି௫ 

 : و بالتالي

ܬ ൌ ׬  .ݔݏ݋ܿ ݁ି௫ ݀ݔగ
଴ ൌ   ሾ݁ି௫ݔ݊݅ݏሿ଴గ െ ׬ െ ݔ݊݅ݏ ݁ି௫݀ݔ ൌ ׬ గݔ௫݀ି݁ ݔ݊݅ݏ

଴  గ
଴   
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ܮ و باستعمال مكاملة بالأجزاء مرة ثانية نحسب التكامل  ൌ ׬ .ݔ݊݅ݏ ݁ି௫ ݀ݔగ
଴ 

ݑ൜نضع  
ᇱሺݔሻ ൌ ݔ݊݅ݏ
vሺxሻ ൌ eି୶ ሻݔሺݑ൜و منه    ൌ െܿݔݏ݋

ሻݔᇱሺݒ ൌ െ݁ି௫ 

ܮ : و بالتالي  ൌ ׬ .ݔ݊݅ݏ ݁ି௫ ݀ݔగ
଴ ൌ   ሾെܿݔ ݏ݋ . ݁ି௫ሿ଴஠ െ ׬ .ݔݏ݋ܿ ݁ି௫ ݀ݔగ

଴ ൌ 1 ൅ ݁ିగ െ J  

ܬو منه  ൌ 1 ൅ ݁ିగ െ  ܬ

ܬ 2: و بالتالي  ൌ 1 ൅ ݁ିగ    

ܬأي  ൌ   ଵା ௘
షഏ

ଶ
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  6الحصة رقم 
IV.  التكامل و الترتيب  

  1خاصية  .1
 ܽ  بحيث  Iعنصرين من  bو   aو   Iدالة عددية متصلة على مجال  fلتكن  ൑ ܾ  

ሻݔሺ݂ [a ;b]من  xإذا كان لكل  ൒ ׬فإن  0 fሺxሻdx   ൒ 0ୠ
 

ሻݔሺ݂ [a ;b]من  xإذا كان لكل  ൑ ׬فإن  0 fሺxሻdx   ൑ 0ୠ
 

  2خاصية  .2
 ܽ  بحيث  Iعنصرين من  bو   aو  Iدالتين متصلتين على مجال  gو  fلتكن  ൑ ܾ  

ሻݔሺ݂ [a ;b]من  xإذا كان لكل  ൑ ݃ሺݔሻ  ׬فإن fሺxሻdx   ൑ ׬ gሺxሻdx ୠ
ୟ

ୠ
 

  3خاصية  .3
 ܽ  بحيث  Iعنصرين من  bو   aو   Iدالة عددية متصلة على مجال  fلتكن  ൑ ܾ  

׬ቚ: لدينا  ݂ሺݔሻ݀ݔ ௕
௔ ቚ ൑ ׬  |݂ሺݔሻ|݀ݔ ௕

௔ 

  4خاصية  .4
 ܽ  بحيث  Iعنصرين من  bو   aو   Iدالة عددية متصلة على مجال  fلتكن  ൑ ܾ  

  : فإن  [a ;b]على المجال  fالقيمة القصوية للدالة  Mالقيمة الدنوية و  mإذا كانت 

݉ሺܾ െ ܽሻ ൑ ׬  ݂ሺݔሻ݀ݔ  ൑ ሺܾܯ െ ܽሻ௕
௔   

 

  تعليق .5
ሺ݂ሻࣛفإن المساحة  [a ;b]دالة موجبة على مجال  fإذا كانت  ൌ ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ ௕

௔ و  Mعديه محصورة بين مساحة المستطيل الذي ب  
(b‐a)   و المستطيل الذي بعديهm  و(b‐a)    

  خاصية و تعريف .6
 ܽ  بحيث  Iعنصرين من  bو   aو   Iدالة عددية متصلة على مجال  fلتكن  ൏ ܾ   

ࣛሺ݂ሻ ൌ න ݂ሺݔሻ݀ݔ 
௕

௔
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ߤ : العدد الحقيقي  ൌ   ଵ
௕ି௔

׬  ݂ሺݔሻ݀ݔ ௕
௔   يسمى القيمة المتوسطة للدالةf  على المجال[a ;b]   

ሺܿሻ݂: بحيث  [a ;b]من المجال  c يوجد على الأقل عنصر ൌ  ߤ 

  201ص  1تمرين تطبيقي  .7

ܫ: نعتبر التكامل  ൌ ׬  ඥ1 ൅ ଶݔ݀ ²ݔ
଴     

 ݔ: لدينا   [0,2]من المجال  xبين أن لكل  ൑  ඥ1 ൅ ²ݔ  ൑ ݔ ൅ 1 

  . Iاستنتج تأطيرا للتكامل 

 الحل .8
  :لدينا   [0,2]من المجال  من xلكل 

 ²ݔ ൑ ²ݔ ൅ 1  ൑ ²ݔ ൅ ݔ2 ൅ 1  

ݔلة و بما الدا ՜  ݔ: فإن  ]∞ + ; 0]تزايدية قطعا على المجال   ݔ√ ൑  ඥ²ݔ ൅ 1  ൑ ݔ ൅ 1 

׬: نستنتج أن   ݔ݀ ݔ ൑ଶ
଴ ׬ ඥ²ݔ ൅  ݔ݀ 1 ൑ ׬  ሺݔ ൅ 1ሻ݀ݔଶ

଴
ଶ
଴ 

ቂଵ:أي 
ଶ
x²ቃ

଴

ଶ
 ൑  ܫ ൑׷   ቂଵ

ଶ
x² ൅ xቃ

଴

ଶ
 

 2: أي  ൑  ܫ ൑ 4  
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 7 رقم الحصة
V. حساب المساحات  

  تصلة و موجبةالتأويل الھندسي لتكامل دالة م .1

a. الخاصية  
; ሺܱ; ଓԦتوى منسوب إلى معلم متعامد المس  ଔԦሻ  

و محور الأفاصيل و  fفإن مساحة الحيز المحصور بين منحنى الدالة ) a < b(  [a,b]دالة متصلة و موجبة على قطعة   fإذا كانت 

׬   :ھي   x = bو   x = aالمستقيمين اللذين معادلتھما على التوالي  fሺxሻdx  ൈ  uaୠ
௔ 

  ھي وحدة قياس المساحة  uaحيث 

b. وحدة قياس المساحة  
  المنشأ على المعلم) مستطيل أو مربع ( بصفة عامة ھي مساحة الرباعي 

  : شكل 

 

  195تمرين تطبيقي ص  .2
 ;ܱ ሺالمستوى منسوب إلى معلم متعامد   Ԧ ;  ଔԦሻ   حيثԡଓԦԡ ൌ 1,5 cm  وԡଔԦԡ ൌ 1cm 

    f(x) = x² ‐ 1نعتبر الدالة العددية 

; ሺܱفي المعلم   fمنحنى الممثل للدالة  (Cf)أنشئ   ଓԦ ;  ଔԦሻ  

   x=2 و   x = 1و  y = 0: و المستقيمات التي معادلاتھا ھي  (Cf)أحسب مساحة الحيز المحصور بين 

  الحل  .3

ሺ݂ሻܣ ൌ න ݂ሺݔሻ݀ݔ 
௕

௔
ൈ  ܽݑ
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׬: المطلوب ھيإذن مساحة الحيز  [2 ; 1]متصلة و موجبة على المجال  fالدالة  fሺxሻdx  ൈ  uaଶ
ଵ  

  ua = 1,5 x 1 cm² = 1,5 cm² و حيث و حدة القياس ھي 

  ࣛ ൌ ׬  ሺݔଶ െ 1ሻ݀ݔ ൈ ܽݑ ൌ   ቂଵ
ଷ
ଷݔ െ ቃݔ

ଵ

ଶ
ൈ ܽݑ ൌ ସ

ଷ
ܽݑ  ൌ ସ

ଷ
ൈ ଷ

ଶ
ൌ 2ܿ݉²ଶ

ଵ  

  حساب المساحات الھندسية .4
; ሺܱ; ଓԦالمستوى منسوب إلى معلم متعامد   ଔԦሻ   , لتكنf ة متصلة على القطعة دال[a ;b]  و(Cf)  المنحنى الممثل لھا.  

   [a ;b]متصلة و سالبة على القطعة  fإذا كانت 

  . x = b : (D2)و   x = a : (D1)و المستقيمين  و محور الأفاصيل (Cf)حيز المستوى المحصور بين   (∆)نعتبر 

   (D2)و  (D1)و المستقيمين   (f‐)الة المنحنى الممثل للد (’C)حيز المستوى المحصور بين   (’∆)ليكن 

  لھما نفس المساحة الھندسية  (’∆)و   (∆)الحيزين 

ሺ∆ሻࣛ: ھي   (∆)و منه مساحة الحيز  ൌ ׬  െfሺxሻdxୠ
௔  بوحدة قياس المساحة  
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   [a ;b]تغير إشارتھا على القطعة  fإذا كانت 

൜نفترض مثلا أن 
ሺݔ׊ א ሾܽ; ܿሿ ׷ ݂ሺݔሻ ൐ 0ሻ
ሺݔ׊ א ሾܿ; ܾሿ ׷ ݂ሺݔሻ ൏ 0ሻ     أنظر الشكل  

  . x = b : (D2)و   x = a : (D1)و محور الأفاصيل و المستقيمين  (Cf)حيز المستوى المحصور بين   (∆)نعتبر 

  : على التوالي  [c ;b]و  [a ;c]المرتبطين بالمجالين  (2∆)و   (1∆)ھو إتحاد الحيزين   (∆)الحيز 

ሺ∆ሻ إذن  ൌ  ࣛሺ∆ଵሻ ൅ࣛሺ∆ଶሻ ൌ ׬  fሺxሻdx ൅ ׬ െfሺxሻdx ୠ
ୡ

ୡ
௔ بوحدة قياس المساحة 

  خاصية .5
; ሺܱ; ଓԦإلى معلم متعامد منسوب  ሻ݌ሺالمستوى   ଔԦሻ   , وf  دالة متصلة على القطعة[a ;b]  و(Cf)  المنحنى الممثل لھا.  

  . x = b : (D2)و   x = a : (D1)ين و محور الأفاصيل و المستقيم (Cf)حيز المستوى المحصور بين   (∆)نعتبر 

ሺ∆ሻࣛ  ھي العدد الحقيقي الموجب   (∆)المساحة الھندسية للحيز  ൌ ׬  |fሺxሻ|dxୠ
௔ بوحدة قياس المساحة  

   

ࣛሺ݂ሻ

ࣛሺ݂ሻ ൌ  න െ݂ሺݔሻ݀ݔ ൌ න |݂ሺݔሻ|݀ݔ
௕

௔

௕

௔
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 8الحصة رقم 
  مساحة حيز محصور بين منحنيي دالتين .6

   [a ;b]دالتين متصلتين على مجال  gو  fلتكن 

   [a ;b]على التوالي على القطعة  gو  fالمنحنيين الممثلين للدالتين  (Cg)و   (Cf)حيز المستوى المحصور بين   (∆)ليكن 

ሺ∆ሻࣛ: لدينا  ൌ ׬  |fሺxሻ െ gሺxሻ|dxୠ
௔  بوحدة قياس المساحة  

  

  ملاحظة  .7

  

   203ص  1تطبيق  .8
ሻݔሺ݂: ا يلي بم +*IRالمعرفة على  fنعتبر الدالة العددية  ൌ ݔ2݈݊ ൅ ଵ

௫
െ   ݔ 

; ሺܱ; ଓԦفي معلم متعامد ممنظم    (Cf)أنشئ   ଔԦሻ    بحيث :ԡଓԦԡ ൌ ԡଔԦԡ ൌ 2ܿ݉   

  .  x = 5 : (D2)و   x = 1 : (D1)و محور الأفاصيل و المستقيمين  (Cf)حيز المستوى المحصور بين   (∆)ليكن 

׬: أحسب التكامل  lnx dxହ
ଵ 

    (∆)الحيز  استنتج مساحة

 الحل  .9

න ሺfሺxሻ െ gሺxሻሻdx
ୡ

௔
 

න ሺ݃ሺݔሻ െ ݂ሺݔሻሻ݀ݔ
௕

௖
 

ࣛሺ∆ሻ ൌ  න |fሺxሻ െ gሺxሻ|dx
ୠ

௔
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   203ص  2تطبيق  .10
ሻݔሺ݂ :بما يلي  IRالمعرفة على  fنعتبر الدالة العددية  ൌ ݔ ൅ ݁ି௫   

; ሺܱ; ଓԦفي معلم متعامد ممنظم    (Cf)أنشئ   ଔԦሻ    بحيث :ԡଓԦԡ ൌ ԡଔԦԡ ൌ 1,5 ܿ݉  

  .x = 1 و   x = ‐ 1و  y = x :و المستقيمات التي معادلاتھا ھي  (Cf)أحسب مساحة الحيز المحصور بين 

  الحل .11
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  9الحصة رقم 
VI. حساب الحجوم  

  وحدة قياس الحجوم  .1
;൫0; ଓԦمنسوب إلى معلم متعامد  ൫ࣟ൯الفضاء  ଔԦ; ሬ݇Ԧ൯  

    uvوحدة قياس الحجم ھي حجم المكعب المنشأ على المعلم و رمزه 

  خاصية .2
    z = bو   z = a: معادلتين مجسما محصورا بين مستويين معرفين على التوالي بال  Σليكن 

 ܽحيث   z = tكل مستوى معادلته  ൑  ݐ ൑   .بوحدة قياس المساحة  S(t)وفق قطاع مستوي مساحته   Σيقطع المجسم   ܾ

ܸ: ھو  Σفإن حجم المجسم  [a ;b]متصلة على المجال   S : t →s(t)إذا كانت الدالة  ൌ ׬  ܵሺݐሻ݀ݐ  ൈ ௕ݒݑ
௔ 

 

 

  205حجم فاكة ص  :مثال .3
;൫0; ଓԦمنسوب إلى معلم متعامد  ൫ࣟ൯الفضاء  ଔԦ; ሬ݇Ԧ൯  

  حجمھا  Vو  Rو شعاعھا   Oلتكن فلكة مركزھا 

  و الفلكة  Z=tمساحة الدائرة التقاطع بين المستوى   S(t)نضع   [R ; R‐]من المجال  tلكل 

ሻݐሺܵ:  )علاقة فيتاغورس( ھي شعاع ھذه الدائرة التقاطع  ൌ ሺܴ² ߨ െ   ²ሻݐ

Z = b

Z = t 

Z = a 

S(t) 

ଓԦ ଔԦ
ሬ݇Ԧ 
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ܸ: و منه  ൌ ׬  ܵሺݐሻ݀ݐ ൌ ׬  ሺܴ² ߨ െ ݐ²ሻ݀ݐ ൌ  ߨ  ቂܴ²ݐ െ ଵ
ଷ
ଷቃݐ

ିோ

ோோ
ିோ

ோ
ିோ ൌ ସ

ଷ
  ଷܴߨ
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 10الحصة رقم 
  حجم مجسم دوراني  .4

;൫0; ଓԦمعلم متعامد منحناھا في   (Cf)و   [a ;b]دالة متصلة على قطعة   fلتكن  ଔԦ; ሬ݇Ԧ൯  

  

  دورة كاملة حول محور الأفاصيل فإنه يتولد مجسما في الفضاء يسمى مجسم دوراني أو مجسم الدوران  (Cf)يدور  عندما
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  : الشكل 
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 ܽبحيث   x=tالمستوى ذو المعادلة  ൑  ݐ  ൑     R= f²(t)يقطع المجسم وفق دائرة شعاعھا    ܾ

ܸ: و منه حجم المجسم الدوراني ھو  ൌ ׬  ܵሺݐሻ݀ݐ ൌ ׬  ௕ ݐሻ݀ݐଶሺ݂ߨ
௔  ௕

௔  بوحدة حساب الحجوم  

  خاصية .5
;൫0; ଓԦمعلم متعامد منحناھا في   (Cf)و   [a ;b]دالة متصلة على قطعة   fلتكن  ଔԦ; ሬ݇Ԧ൯  

دورة كاملة حول محور الأفاصيل فإنه يتولد مجسما في الفضاء يسمى مجسم دوراني أو مجسم الدوران حجمه   (Cf)عندما يدور 

ܸ: ياس الحجوم ھو بوحدة ق ൌ ׬  ௕ ݐሻ݀ݐଶሺ݂ߨ
௔  

  مثال .6
  Rو شعاع قاعدته  hمثال حجم مخروط  ارتفاعه 

 ቀ0يمكن الحصول على ھذا المخروط بدوران القطعة ذات المعادلة الديكارتية  ൑  ݔ ൑ ݄ ׷ ݕ ൌ ݂ሺݔሻ ൌ   ோ
௛
 ቁݔ 

 

 

ܸ: المخروط المذكور أعلاه ھو حجم  ൌ  ߨ  ׬ ݂ଶሺݔሻ݀ݔ ൌ  ߨ ׬ ோ²
௛²
ݔ²݀ݔ  ൌ ߨ  ோ²

௛²
 ቂଵ
ଷ
ଷቃݔ

଴

௛
ൌ ଵ

ଷ
௛ ²݄ܴߨ

଴  ௛
଴  
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