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 ���ات ا��رس

 
 
 
 
 
  

  

  

  

  

   ا���د��درا�� ا��وال

 .ا���+* �* درا�� دوال (�ود�� ����
 ���+* �* درا�� ا��وال ا�-,ر�� و 	 �,ر��ا ����
���� ���
 .ا���+* �* درا�� دوال ��

0&��� إ��رة دا�� ا��345 �* ��ول 1�20ا0/ أو  ����
���0
�9 ا��7���8ا��345  *�. 

))))ا�;+:(: ������8 ���د	ت �*  ���� )))) (((( ))))f x g x==== 

))))و ��1ا�&�ت �* ا�;+: )))) (((( ))))f x g x≤≤≤≤ 

 0&��� ر�0=� دا�� ا��345 �* إ��رة دا���9 ا��;�>� ����
 ر�0=� ا��ا�� ا��+ �� ��ا�� ��<
� و ر8�0� 0&��� ����

����8� �9

? �-�ل و ���0$ ��53� 
 .	 �,ر�� و ��
����,ر�� و درا�� و ���0: دوال  ����

 

 .ا��������ت ا���د�� ����

@�ر��0 ����
 .�  و ا��وال ا"���ا��وال ا�

م ا	�3<�د�� ����
 .ا��

���� 7
 ا�& �ب ا��+��
 اD(<�ء و ا	(���	ت  ����
���� �E��F�Gم ا�


م ا�&��ة و ا"رض�ا��
  و $
���� ��Iا�-12ا  

���� �E�9�41وع ا�Gدا�� $�د�� �ا� ?K&K��  )  10,آ�( 
 ا��>�ر=�ت �
� ���-
 ا�1Gوع ا�;

����  ?K&K� 1�<0–ا���5ف Q<�  
����  :R��0 ر
 . �1آ :R��0 F�K&K? دا�� $�د��–�&
 .أ��
�  �* درا�� دا�� $�د�� ����
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I(-دا�� � ),+آ �  (  )�د��ا�'�وع ا�%$#"! � �����
)))) أن، وx دا�� $�د�� ���f7<�<) 1�2 أن            �1�Gض 7I ه,ا ا��رس ))))fC 7I ه��K&K�       ب
 K� ى
� �   


 U������ ��UVK          إ�? ��(((( ))))O,i , j
� �� �� �� �

.  

 ا���"رب ا���0دي أو ا��0ازي ���0ر ا/را, .- )1
  L’asymptote verticale ou parallèle à l’axe des ordonnées                      

       4���,  

ل إن ا�� �>�U ذا ا����د�� <�  x a====>�رب�دي 

ازي �&
ر ا"را�0 أو( $��X (?K&K�
� (((( ))))fC   

)))) Yإذا آ�� ))))
x a
lim f x

++++→→→→
= ±∞= ±∞= ±∞= )))) أو ∞± ))))

x a
lim f x

−−−−→→→→
= ±∞= ±∞= ±∞= ±∞.   

  �5"ل   


18���f7 ا��ا��� ��= �I1ا��� :(((( )))) 1
f x

x 1
====

−−−−
  

 �K���]]]] [[[[ ]]]] [[[[fD ,1 1 ,= −∞ ∪ +∞= −∞ ∪ +∞= −∞ ∪ +∞= −∞ ∪ +∞.  

))))و  ))))
x 1 x 1

1
lim f x lim

x 1+ ++ ++ ++ +→ →→ →→ →→ →

    = = +∞= = +∞= = +∞= = +∞    −−−−    
))))	ن  (  ))))

x 1
lim x 1 0

++++

++++

→→→→
− =− =− =− =.(   

))))و   ))))
x 1 x 1

1
lim f x lim

x 1− −− −− −− −→ →→ →→ →→ →

    = = −∞= = −∞= = −∞= = −∞    −−−−    
))))	ن  (  ))))

x 1
lim x 1 0

−−−−

−−−−

→→→→
− =− =− =− =.(   

�xد��إذن ا�� �>�U ذو ا���   .f �>�رب $�
دي ��K&K? ا��ا��====1

  f�K&K? ا��ا��

x=1

y

x1O

  

  ا��0ازي ���0ر ا/�"9 8أو  ا���"رب ا/��7 - )2
           L’asymptote horizontale ou parallèle à l’axe des abscisses  

   4���,  

ل إن ا�� �>�U  ذا ا����د��<�    y a==== ?K&K�
)))) �>�رب � ))))fC :�Z�I"ر ا
7(  �
ازي �&<Iأو أ(  

)))) Yإذا آ�� ))))
x
lim f x a
→+∞→+∞→+∞→+∞

)))) أو ==== ))))
x
lim f x a
→−∞→−∞→−∞→−∞

====  .  

  �5"ل   


f7 ا���د��ا�����18 ا��      � ��= �I1ا��� :(((( )))) x
f x

x 1
====

−−−−
  

 �K���:]]]] [[[[ ]]]] [[[[fD ,1 1 ,= −∞ ∪ +∞= −∞ ∪ +∞= −∞ ∪ +∞= −∞ ∪ +∞.  

(((( ))))
x 1 x 1

x
lim f x lim

x 1+ ++ ++ ++ +→ →→ →→ →→ →

    = = +∞= = +∞= = +∞= = +∞    −−−−    
))))	ن  (  ))))

x 1
lim x 1 0

++++

++++

→→→→
− =− =− =−  و=

x 1
lim x 1

→→→→
====.(   

(((( ))))
x 1 x 1

x
lim f x lim

x 1− −− −− −− −→ →→ →→ →→ →

    = = −∞= = −∞= = −∞= = −∞    −−−−    
))))	ن (  ))))

x 1
lim x 1 0

−−−−

−−−−

→→→→
− =− =− =− و=

x 1
lim x 1

→→→→
====.(   

xإذن ا�� �>�U ذو ا����د��   .f �>�رب $�
دي ��K&K? ا��ا��====1

(((( ))))
x x x

x x
lim f x lim lim 1

x 1 x→+∞ →+∞ →+∞→+∞ →+∞ →+∞→+∞ →+∞ →+∞→+∞ →+∞ →+∞

    = = == = == = == = =    −−−−    
   

(((( ))))
x x x

x x
lim f x lim lim 1

x 1 x→−∞ →−∞ →−∞→−∞ →−∞ →−∞→−∞ →−∞ →−∞→−∞ →−∞ →−∞

    = = == = == = == = =    −−−−    
  

xإذن ا�� �>�U ذو ا����د�� 1==== ?K&K�� 7<Iرب أ�<� fار
  ∞−∞−∞−∞− و∞+∞+∞+∞+ =-

  
  

  f�K&K? ا��ا��    

x=1

y=1

y

x
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  l’ asymptote oblique   ا���"رب ا��"!8- )3

   4���,  
y إن ا�� �>�U  ذا ا����د��       �>
ل ax b= += += += + ?K&K�
� :E�� رب�<� (((( ))))fCار
-= +∞+∞+∞+∞   

)))) (Yإذا آ��،)∞−∞−∞−∞−  =-
ار ($
? ا��
ا�7 ))))
x
lim f x
→+∞→+∞→+∞→+∞

= ±∞= ±∞= ±∞= )))) و ∞± )))) (((( ))))
x
lim f x ax b 0
→+∞→+∞→+∞→+∞

− + =− + =− + =− + = (  


))))(? ا��
ا�7 $ ))))
x
lim f x
→−∞→−∞→−∞→−∞

= ±∞= ±∞= ±∞= )))) و ∞± )))) (((( ))))
x
lim f x ax b 0
→−∞→−∞→−∞→−∞

− + =− + =− + =− + =.(  

  �5"ل   

          *+��f�7 ا��ا�� ا���د�
� ��= �I1ا���  :(((( ))))
2

1
f x x

x x
= += += += +

++++
.  

 �K��� :]]]] [[[[ ]]]] [[[[fD , 1 0 ,= −∞ − ∪ +∞= −∞ − ∪ +∞= −∞ − ∪ +∞= −∞ − ∪ +∞.  

�  (((( ))))
x 1
lim f x

−−−−→−→−→−→−
= +∞= +∞= +∞= ))))"ن ( ∞+ ))))2

x 1
lim x x 0

−−−−

++++

→−→−→−→−
+ =+ =+ =+ =.(   

xإذن ا�� �>�U ذو ا����د�� 1= −= −= −=   .f �>�رب $�
دي ��K&K? ا��ا��−
� (((( ))))

x 0
lim f x

++++→→→→
= +∞= +∞= +∞= ))))"ن ( ∞+ ))))2

x 0
lim x x 0

++++

++++

→→→→
+ =+ =+ =+ =.(   

xإذن ا�� �>�U ذو ا����د�� 
دي ��K&K? ا��ا�� �>�رب====0�$ f.  

� (((( ))))
x
lim f x
→+∞→+∞→+∞→+∞

= +∞= +∞= +∞= +∞)
2x

1
lim 0

x x→+∞→+∞→+∞→+∞
====

++++
))))و)  ))))(((( ))))

x
lim f x x 0
→+∞→+∞→+∞→+∞

− =− =− =− =  

yإذن ا�� �>�U ذو ا����د�� x====�ا��ا� ?K&K�� :E�� رب�<�f ار
-=+∞+∞+∞+∞.  

� (((( ))))
x
lim f x
→−∞→−∞→−∞→−∞

= +∞= +∞= +∞= +∞)
2x

1
lim 0

x x→−∞→−∞→−∞→−∞
====

++++
))))و)  ))))(((( ))))

x
lim f x x 0
→−∞→−∞→−∞→−∞

− =− =− =− =  

yإذن ا�� �>�U ذو ا����د�� x====�ا��ا� ?K&K�� :E�� رب�<�fار
-= −∞−∞−∞−∞.  

  f�K&K? ا��ا��
  

  

y=xx=-1

y

x

 
  

 � 9";  

ن ا�� �>�U ذو ا����د��       +�(((( ))))a 0 , y ax b≠ = +≠ = +≠ = +≠ = +?K&K�
� 4E�� �=ر�<� (((( ))))fCار
-=+∞+∞+∞+∞   

 Yإذا آ�� Q<I إذا و(((( ))))
x
lim f x
→+∞→+∞→+∞→+∞

= ±∞= ±∞= ±∞=  و ∞±
(((( ))))

x

f x
lim a

x→+∞→+∞→+∞→+∞
)))) و==== ))))(((( ))))

x
lim f x ax b
→+∞→+∞→+∞→+∞

− =− =− =− =.  

    ��<%�  
�  �K[

? �G[ ا�\��Z� إذا $$ :>&�(((( ))))x → +∞→ +∞→ +∞→ )))) ب∞+ ))))x → −∞→ −∞→ −∞→ −∞. 

� Yإذا آ��(((( )))) (((( ))))f x ax b h x= + += + += + += + +^� (((( ))))
x
lim h x 0

→∞→∞→∞→∞
I y_ن ا�� �>�U ذا ا����د��==== ax b= += += += 
ن �>�ر=� ++� 

4E��?K&K�
� (((( ))))fCار
-= ∞∞∞∞. 

  Les branches paraboliques    ا�'�وع ا�@?<� �- )4

    4���,1  

))))إذا آ�ن  � ))))
x
lim f x
→+∞→+∞→+∞→+∞

= ±∞= ±∞= ±∞= و∞±
(((( ))))

x

f x
lim 0

x→+∞→+∞→+∞→+∞
====?K&Kل إن ا��
<�  (((( ))))fC/ا0-�ه ���-
� �$1I :8<� 


ار-= :�Z�I"ر ا
&�    +∞+∞+∞+∞.   

))))إذا آ�ن  � ))))
x
lim f x
→−∞→−∞→−∞→−∞

= ±∞= ±∞= ±∞= و∞±
(((( ))))

x

f x
lim 0

x→−∞→−∞→−∞→−∞
====?K&Kل إن ا��
<�  (((( ))))fC/ا0-�ه ���-
� �$1I :8<� 


ار-= :�Z�I"ر ا
&�    −∞−∞−∞−∞.   
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  �5"ل   
       *+��f ?
$ �I1ا��ا�� ا��� [[[[ [[[[0 ,+∞+∞+∞+∞ 7
� ��=  :(((( )))) 3f x 1 x= −= −= −= −.  

�  �K��� :(((( )))) (((( ))))3

x x
lim f x lim 1 x
→+∞ →+∞→+∞ →+∞→+∞ →+∞→+∞ →+∞

= − = −∞= − = −∞= − = −∞= − = −∞ 

و 
(((( )))) 3 3

x x x x

f x 1 x 1 x
lim lim lim lim

x x x x→+∞ →+∞ →+∞ →+∞→+∞ →+∞ →+∞ →+∞→+∞ →+∞ →+∞ →+∞→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

−−−−= = −= = −= = −= = −  

و =�� أن     
3

3
3x x

x x
lim lim 0

x x→+∞ →+∞→+∞ →+∞→+∞ →+∞→+∞ →+∞
= == == ==  و =

x

1
lim 0

x→+∞→+∞→+∞→+∞
I_ن====

(((( ))))
x

f x
lim 0

x→+∞→+∞→+∞→+∞
====  

))))إذن      ))))fCار
-= :�Z�I"ر ا
�$1 �
-��� ا0-�ه/ �&I :8<� +∞+∞+∞+∞.  

  f�K&K? ا��ا��
y

x

1o

  

   4���,2  

))))إذا آ�ن  � ))))
x
lim f x
→+∞→+∞→+∞→+∞

= ±∞= ±∞= ±∞= و∞±
(((( ))))

x

f x
lim

x→+∞→+∞→+∞→+∞
= ±∞= ±∞= ±∞= ±∞?K&Kل إن ا��
<� (((( ))))fC/ا0-�ه ���-
� �$1I :8<� 


ار-= X�0ر ا"را
&�    +∞+∞+∞+∞.   

))))إذا آ�ن  � ))))
x
lim f x
→−∞→−∞→−∞→−∞

= ±∞= ±∞= ±∞= و∞±
(((( ))))

x

f x
lim

x→−∞→−∞→−∞→−∞
= ±∞= ±∞= ±∞= 
ل إن∞±<� ?K&Kا�� (((( ))))fC/ا0-�ه ���-
� �$1I :8<� 


ار-= X�0ر ا"را
&�    −∞−∞−∞−∞.   
  �5"ل   

    *+��f ?
$ �I1ا��ا�� ا���د�� ا��� ℝ7
� ��= :(((( )))) 3f x x x 1= + −= + −= + −= + −.  

�  �K���: (((( )))) (((( ))))3 3

x x x
lim f x lim x x 1 lim x
→+∞ →+∞ →+∞→+∞ →+∞ →+∞→+∞ →+∞ →+∞→+∞ →+∞ →+∞

= + − = = +∞= + − = = +∞= + − = = +∞= + − = = +∞  

        و 
(((( )))) 3 3

x x x

f x x x 1 x
lim lim lim

x x x→+∞ →+∞ →+∞→+∞ →+∞ →+∞→+∞ →+∞ →+∞→+∞ →+∞ →+∞

+ −+ −+ −+ −= = = +∞= = = +∞= = = +∞= = = +∞  

))))    إذن  ))))fCار
-= X�0ر ا"را
�$1 �
-��� ا0-�ه/ �&I :8<�+∞+∞+∞+∞.  

))))=GK[ ا��15>� ��8* أن � ))))
x
lim f x
→−∞→−∞→−∞→−∞

= −∞= −∞= −∞= و∞−
(((( ))))

x

f x
lim

x→−∞→−∞→−∞→−∞
= +∞= +∞= +∞= +∞  

)))) �K/و      ))))fCار
-= X�0ر ا"را
�$1 �
-��� ا0-�ه/ �&I :8<�−∞−∞−∞−∞.  

  f�K&K? ا��ا��
y

xO

  
  

   4���,3  

))))إذا آ�ن  � ))))
x
lim f x
→+∞→+∞→+∞→+∞

= ±∞= ±∞= ±∞= و∞±
(((( )))) (((( ))))

x

f x
lim a, a 0

x→+∞→+∞→+∞→+∞
= ≠= ≠= ≠= )))) و ≠ ))))(((( ))))

x
lim f x ax
→+∞→+∞→+∞→+∞

− = ±∞− = ±∞− = ±∞− = ±∞ 

?K&Kل إن ا��
<�     (((( ))))fC �ذو ا����د� U�<� ا0-�ه/ ا�� ���-
� �$1I :8<�y ax====ار
-= +∞+∞+∞+∞.   

  �5"ل   
       *+��f�ا���د�� ا��ا�  ?
$ �I1ا��� [[[[ [[[[0 ,+∞+∞+∞+∞ 7
� ��=  :(((( )))) 3f x x x= += += += +.  

�K��� :(((( )))) 3 3
3x x x

x
lim f x lim x x lim x 1

x→+∞ →+∞ →+∞→+∞ →+∞ →+∞→+∞ →+∞ →+∞→+∞ →+∞ →+∞

    
= + = + + ∞= + = + + ∞= + = + + ∞= + = + + ∞        

    
  

و        
(((( ))))

3
3x x

f x x
lim lim 1 1

x x→+∞ →+∞→+∞ →+∞→+∞ →+∞→+∞ →+∞
= + == + == + == + )))) و = )))) 3

x x
lim f x x lim x
→+∞ →+∞→+∞ →+∞→+∞ →+∞→+∞ →+∞

− = = +∞− = = +∞− = = +∞− = = +∞  

))))إذن  ))))fC�ذو ا����د� U�<� ا0-�ه/ ا�� ���-
� �$1I :8<�y x====ار
-= +∞+∞+∞+∞  

  f�K&K? ا��ا��

y=x

y

xO
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A���, 

  : 7I ا�&�	ت ا������UR f أدرس ا�1Gوع ا�K&K�� ��E�9�4? ا��ا��fD    (�د 

           (((( ))))
2

1
f x x

x x
= += += += +

++++
                                                    (((( )))) 3f x 1 x= −= −= −= − 

           (((( )))) 3f x 2 x 1 x= + −= + −= + −= + −                                                 31
f ( x ) x x

3
= −= −= −= −  

  
BC?� دا�� �  )�د�� ا�'�وع ا�%$#"! � �����

  
xا�� �>�U ذو ا����د��  a==== ?K&K�
)))) �>�رب $�
دي  � ))))fC.  (((( ))))

x a
lim f x

±±±±→→→→
= ±∞= ±∞= ±∞= ±∞  

yا�� �>�U ذو ا����د�� a====?K&K�
� 7<Iرب أ�<�(((( ))))fCار
-=+∞+∞+∞+∞  (((( ))))
x
lim f x a
→+∞→+∞→+∞→+∞

====  

yا�� �>�U ذو ا����د�� a====?K&K�
� 7<Iرب أ�<�(((( ))))fCار
-=−∞−∞−∞−∞  (((( ))))
x
lim f x a
→−∞→−∞→−∞→−∞

====  

yا�� �>�U ذو ا����د��  ax b= += += += +   

?K&K�
� :E�� رب�<�(((( ))))fCار
-= +∞+∞+∞+∞  

(((( ))))(((( ))))
x
lim f x ax b
→+∞→+∞→+∞→+∞

− =− =− =− =  

(((( ))))fC  /ا0-�ه ���-
� �$1I :8<�   

�y�ا�� �>�U ذو ا����د ax====ار
-=+∞+∞+∞+∞  

(((( ))))(((( ))))
x
lim f x ax
→+∞→+∞→+∞→+∞

− = ±∞− = ±∞− = ±∞− = ±∞  

 
(((( ))))

x

f x
lim a

x→+∞→+∞→+∞→+∞
====  

    (((( ))))a 0≠≠≠≠ ^� 

?K&Kا��(((( ))))fCار
-= X�0ر ا"را
�$1 �
-��� 7I ا0-�` �&I :8<� +∞+∞+∞+∞  (((( ))))
x

f x
lim

x→+∞→+∞→+∞→+∞
= ±∞= ±∞= ±∞= ±∞  

?K&Kا��(((( ))))fCار
-= :�Z�I"ر ا
�$1 �
-��� 7I ا0-�` �&I :8<� +∞+∞+∞+∞  (((( ))))
x

f x
lim 0

x→+∞→+∞→+∞→+∞
====  

  
  
  

  

(((( ))))
x
lim f x
→+∞→+∞→+∞→+∞

= ±∞= ±∞= ±∞= ±∞  

yا�� �>�U ذو ا����د�� ax b= += += += +   

))))�>�رب ��E: ل ))))fCار
-= −∞−∞−∞−∞  

  

(((( ))))(((( ))))
x
lim f x ax b
→−∞→−∞→−∞→−∞

− =− =− =− =  

(((( ))))fC /ا0-�ه ���-
� �$1I :8<� 

yا�� �>�U ذو ا����د�� ax====ار
-= −∞−∞−∞−∞  

  

(((( ))))(((( ))))
x
lim f x ax
→−∞→−∞→−∞→−∞

− = ±∞− = ±∞− = ±∞− = ±∞  

 
(((( ))))

x

f x
lim a

x→−∞→−∞→−∞→−∞
====  

   (((( ))))a 0≠≠≠≠ ^� 

?K&Kا��(((( ))))fCار
-= X�0ر ا"را
�$1 �
-��� 7I ا0-�` �&I :8<� −∞−∞−∞−∞  (((( ))))
x

f x
lim

x→−∞→−∞→−∞→−∞
= ±∞= ±∞= ±∞= ±∞  

?K&Kا��(((( ))))fCار
-= :�Z�I"ر ا
�$1 �
-��� 7I ا0-�` �&I :8<� −∞−∞−∞−∞  (((( ))))
x

f x
lim 0

x→−∞→−∞→−∞→−∞
====  

  
  

  
  

(((( ))))
x
lim f x
→−∞→−∞→−∞→−∞

= ±∞= ±∞= ±∞= ±∞  
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II(- �   $�G ا$�F"ف– ,��� ����
   1(-����� ���,  concavité d’une courbe 

   4���,  
*+��     fل�-� ?
  .I دا�� $�د�� �3=
� ���4>�ق $

� ?K&K�

ل إن �<�(((( ))))fC/0��
ق ���^ ���I ��

 ا"راX�0 ا��
�8� إذا آ�ن �&� �9�
 . 0>�1ا �

� ?K&K�

ل إن �<�(((( ))))fC/0����� ^��� Y&0 ��

 ا"راX�0 ا� ��8� إذا آ�ن �&� �9�
  . 0>�1ا �

�F�$   Point d’inflexion ا$�F"ف-)2      
   4���,  

*+��    fح
�G� ل�-� ?
0x، وI دا�� $�د�� �3=
� ���4>�ق $ I∈∈∈∈.  

�5<Kل إن ا�
<�(((( ))))(((( ))))0 0A x , f x ?K&K�
)))) �>5� ا���5ف � ))))fC�5<Kا� �K$ `1�<0 1�20 إذا A.  

   � 9";1  
*+��      fل�-� ?
0x، وI دا�� $�د�� �3=
� ���4>�ق ��01* $ I∈∈∈∈.  

� Yإذا آ��f 
? ا��-�ل''$ �8�
� I?K&K�
)))) I_ن � ))))fC�8�

 ا"راX�0 ا��&� �9�
 .0>�1ا �

� Yإذا آ��f 
? ا��-�ل''$ �8��� I?K&K�
)))) I_ن � ))))fC�8�� ا� X�0ا"را 
&� �9�
 .0>�1ا �

� Y�إذا ا���f '' 7I 0x ار
)))) I_ن ا�0x�5<Kو 1�20ت إ��ر�90 =- ))))(((( ))))0 0A x , f x5� ا���5ف<� (((( ))))fC.  

   � 9";2  
*+��      fح
�G� ل�-� ?
0x، وI دا�� $�د�� �3=
� ���4>�ق $ I∈∈∈∈.  

Y�إذا ا���f '7I 0xار
)))) I_ن ا�0x�5<K و 	 1�20 إ��ر�90 =- ))))(((( ))))0 0A x , f x5� ا���5ف<� (((( ))))fC.  

   A���,  

*+��        f7
� ��= �I1ا��ا�� ا���د�� ا��� :(((( ))))
3

1
f x

x 1
====

−−−−
. 

  . (�د �>Q ا��I�5/ وf أدرس  1�<0�K&K? ا��ا��، c�1�0 F�) ، fUR ا��ا��fD(�د �

III(- 8H"�, 0ر�8– �H"�, Iآ��    Axe de symétrie – centre de symétrie  

  ;"9 "ت   
*+��   f ?
$ �I1�� �دا�� $�د� fDو (((( ))))fC و UVK�� ������ U
�� 7I ه��K&K�(((( )))) 2a ,b ∈∈∈∈ℝℝℝℝ.  

xا�� �>�U ذو ا����د�� � a====?K&Kا�� :R��0 ر
&� (((( ))))fC 
(((( ))))

(((( )))) (((( ))))
f f

f

x D , 2a x D

x D , f 2a x f x

∀ ∈ − ∈∀ ∈ − ∈∀ ∈ − ∈∀ ∈ − ∈ ⇔⇔⇔⇔
∀ ∈ − =∀ ∈ − =∀ ∈ − =∀ ∈ − =

. 

�  �5<Kا�(((( ))))a ,bΩΩΩΩ?K&Kا�� :R��0 F1آ� (((( ))))fC 
(((( ))))

(((( )))) (((( ))))
f f

f

x D , 2a x D

x D , f 2a x 2b f x

∀ ∈ − ∈∀ ∈ − ∈∀ ∈ − ∈∀ ∈ − ∈ ⇔⇔⇔⇔
∀ ∈ − = −∀ ∈ − = −∀ ∈ − = −∀ ∈ − = −

.  

  
��<%�  

� Yإذا آ��f&� ن_I �ه� دا�� زو���K&K� :R��0 ر
&� ، X�0ر ا"را
(((( ))))fCUVK�� ������ U
�� 7I . 

� Yإذا آ��fه��K&K� :R��0 F1آ� ، U
)))) دا�� 1Iد�� I_ن أZ: ا��� ))))fC. 
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  �5"ل

    *+��   fا��ا�� ا���د�� ا� ?
$ �I1��ℝℝℝℝ7
� ��= :(((( ))))
(((( ))))

3

3

x 2 x , x 2
f x

4 x x 2 , x 2

 − ≤− ≤− ≤− ≤==== 
− − >− − >− − >− − >

  

))))و ��+*     ))))fCUVK�� ������ U

ب إ�? �� K� ى
� � 7I ه��K&K�(((( ))))o , i , j
� ��� ��� ��� ��

.  

� K�/د�����ا�,ي  U�<� �8* أن ا��x 2====K�
� :R��0 ر
&� ?K&(((( ))))fC. 

�K��� :]]]] [[[[fD ,= −∞ +∞= −∞ +∞= −∞ +∞= −∞ )))) ،  fD�x* إذن �+: ∞+ )))) f4 x D− ∈− ∈− ∈− ∈.  

  : fD�x*و �+: 

xإذا آ�ن � )))) I_ن<<<<2 ))))4 x 2− <− <− <− <�K��� و  (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))33f 4 x 4 x 2 4 x 4 x x 2 f x− = − − − = − − =− = − − − = − − =− = − − − = − − =− = − − − = − − = 

xإذا آ�ن � )))) I_ن>>>>2 ))))4 x 2− >− >− >− >�K��� و (((( )))) (((( ))))(((( )))) (((( ))))3f 4 x 4 4 x x 2 x f x− = − − = − =− = − − = − =− = − − = − =− = − − = − = 

xإذا آ�ن  � 2==== �dن  أ�_I (((( )))) (((( ))))f 4 x f x− =− =− =− = 

U�<� �x ا�,ي ���د��/ا�إذن  2====?K&K�
� :R��0 ر
&� (((( ))))fC.  

  
IV(-�?5درا�� دا�� )�د��  أ� A�   
  درا�� دا�� >�ود��       : 5�1"ل   

                  *+��  f ا��-�ل ?
$ �I1ا��ا�� ا���د�� ا���ℝℝℝℝ 7
� ��=  :4 3 21 1
f ( x ) x x x

4 3
= − −= − −= − −= − −.  

 .UR ،fD أ( X ا����9Kت $�K �&�ات fD (�د- )1

)))) =�* أن - أ– )2 )))) (((( ))))2x , f ' x x x x 2∀ ∈ = − −∀ ∈ = − −∀ ∈ = − −∀ ∈ = − −ℝℝℝℝ. 

  .f أدرس  1�20ات ا��ا��-           ب
))))  (�د h�<0^ ا��K&K?-  أ-)3      ))))fCU

ري ا���&� ^� .  


�K&K?-                     ب� ��E�9�41وع ا�Gأدرس ا� (((( ))))fC.  

     4(-?K&Kا�� U�)))) أر ))))fCUVK�� ������ U
�� 7I .  

  
  درا�� دا�� �5?5 �: 5�3"ل  

        *+��     f7<�<&1�2 ا���

x7 ا��ا�� ا���د�� �� ��= �I1ا��� :(((( )))) sin x cos x
f x

1 cos 4 x
====

−−−−
،  

))))       و ��+* ))))fC UVK�� ������ U
�� 7I ه��K&K� (((( ))))o , i , j
� ��� ��� ��� ��

.  


$� c�1�0 ا��ا��fD (�د- )1�-� ،f. 

)))) =�* أن -  أ– )2 ))))f

1
x D , f x

4 sin 2 x
∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ =. 

   .ππππ دا�� دور�� دوره� f =�* أن -                  ب 

ED ه1I f7د�� UR ا��k�K أن �-�
$� درا�� ا��ا��f  =�* أن -                 ج 0 ,
2
ππππ    ====     

    
.  


? ا��-�لf أدرس 1�20ات ا��ا��-  أ-)3          $ ED 0 ,
2
ππππ    ====     

    
.  

)))) أ�;? ا��K&K?-                ب ))))fC�$

? ا��-�$ [[[[ ]]]] f, Dπ ππ ππ ππ π− ∩− ∩− ∩− ∩  
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  درا�� دا�� K+ر�� : 5�2"ل   
  

 *+��                f 7
� ��= �I1ا��ا�� ا���د�� ا��� :
2x 4 x

f ( x )
x 1

++++====
++++

.  

 .UR ،fD أ( X ا����9Kت $�K �&�ات fD  (�د- أ– )1

)))) =�* أن ا�K>5�-                  ب ))))1 , 2ΩΩΩΩ  f �1آ :R��0 F�K&K? ا��ا��−−−−

))))  =�* أن -  أ– )2 )))) (((( ))))
(((( ))))

2

f 2

x 1 3
x D , f ' x

x 1

+ ++ ++ ++ +
∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ =

++++
 . 

[[[[? آ: �* ا��-���* $
f ا��k�K ر�0=� ا��ا��-                   ب [[[[1 ,− +∞− +∞− +∞− [[[[ و∞+ [[[[, 1−∞ −−∞ −−∞ −−∞ −. 

))))  (�د h�<0^ ا��K&K?-   أ– )3 ))))fCU

ري ا���&� ^� . 

  .fأدرس ا�1Gوع ا�K&K�� ��E�9�4? ا��ا��  - ب
)))) أر�U ا��K&K?-    ج ))))fC UVK�� ������ U
�� 7I.  

4( -*+�� g�ر ا��ا�
>3 fا��-�ل ?
$ ]]]] [[[[I 1 ,= − +∞= − +∞= − +∞= − +∞. 


? �-�لg=�* أن ا��ا��  - أ$ �I1�� �� +$ �0>8: دا� J`���&0 728K� .  

1g=�* أن   - ب −−−−7I ��4>�ق� �
=�3 0 X )أ UR (((( )))) (((( ))))1g 0−−−− ′′′′. 

))))(�د ا���1�8 -ج ))))1g x−−−−:+� xا��-�ل *� J  

     
  .n ا��,�Lدا�� ,�
0ي )?� ا�<+ر �A: 5�4"ل   
  

 *+��      f ا��-�ل ?
$ �I1ا��ا�� ا���د�� ا���
1

,
3

−−−−    +∞+∞+∞+∞    
    

 7
� ��=  :(((( ))))23f ( x ) x 1 3x= − + += − + += − + += − + + .   

)))):   =�* أن -)1   ))))
x
lim f x
→+∞→+∞→+∞→+∞

= −∞= −∞= −∞= −∞       

7I ا�f �5<K ادرس �3=
�� ا��>�ق ا��ا�� – أ -)2  
1
3

−−−− ����Kه �-��Kأول ا� UR *ا���� ?
$.  

) =�* أن-       ب )
( )2

3 3 3

7 3 x
f ' x

1 3 x 4 2 1 3 x 1 3 x

−
=

+ + + + +

1
x , ,

3
    ∀ ∈ − +∞∀ ∈ − +∞∀ ∈ − +∞∀ ∈ − +∞    
    

.  

) أدرس إ��رة –ج         )f ' x�ول 1�20ات ا��ا��� Q$أ UR f.  

�$1 �
-���f =�* أن �K&K? ا��ا��–) 3  I :�<� د��/ / ا0-�ه���ا�,ي  U�<� ا�� y x=−   

g 7 ���18 ا��ا�� –) 4  � ��= �I1ا��� :(((( )))) (((( ))))g x f x x= −= −= −= −  


? ا��-�ل  g =�* أن ا��ا�� –         أ $ 3<�� ��53�K0[[[[ ]]]]0 , 2.   

) ا��k�K أن ا����د�� –        ب  )f x x= 0>8: (4 و(��ا αααα 7 ا��-�لI [[[[ ]]]]0,2.   

αααα l<&� 3  =�* أن ا���د-         ج 28 6 1 0α α αα α αα α αα α α− − − =− − − =− − − =− − − =.  

ب إ�? ��
 U������ ��f UVK أر� U�K&K? ا��ا��–) 5   K� ى
� �  7I  .  
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  . nدا�� ,�
0ي )?� ا�<+ر �A ا��,�L: 5�5"ل   
  

*+��                 f 7<�<&1�2 ا���

x 7 ا��ا�� ا���د�� �� ��= �I131  :ا���
f ( x ) x x

3
= −= −= −= −.  


$� c�1�0 ا��ا��  , fD (�د-أ-)1  �-�f.   

)))):   أ( X -      ب ))))f ))))و    0 ))))
x
lim f x
→+∞→+∞→+∞→+∞

. 

��� f أدرس �3=
�� ا��>�ق -أ-)2  �Kه �-��Kأول ا� UR *7 ا����
$ 1G>7 ا�I. 

[[[[:  =�* أن -ب       [[[[ (((( ))))
3 2

1 1
x 0, , f ' x 1

3 x

    
∀ ∈ +∞ = −∀ ∈ +∞ = −∀ ∈ +∞ = −∀ ∈ +∞ = −    

    
.  

)))) أدرس إ��رة -     ج ))))f ' x�ول 1�20ات ا��ا��� ^[ UR f.  


ار f أدرس ا�1Gع ا�K&K�� 7E�9�4? ا��ا�� -أ-)3  -=∞∞∞∞++++.  


ب إ�? ��
 U������ ��fUVKأر� U�K&K? ا��ا��- ب      K� ى
� � 7I (((( ))))o,i , j
� �� �� �� �

.  

      
  
  
    

    
 


