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  ةـــدمـــمق
 و بغيѧة الرفѧع,التكѧوین في إطار تفعيل الميثاق الѧوطني للتربيѧة و          

ѧѧتوى مѧѧم و ن مسѧѧلالفهѧѧة ,التحليѧѧاتذة ثانویѧѧام أسѧѧف   قѧѧولاي یوسѧѧم
إشراف الأستاذ عبد اللطيف  تحت الریاضياتلمادة  التقنية بطنجة   

الѧѧѧѧدوال  الأول موضѧѧѧѧوعه.الدرسѧѧѧѧينبإنجѧѧѧѧاز هѧѧѧѧذین  ,العمرانѧѧѧѧي
  .اللوغاریتمية و الثاني محوره الدوال الأسية

 مѧن تبعتѧه مجموعѧة    ,للدرسين ملخص   تهيئة تمت   ,ذلكفضلا عن   
 وآѧان الهѧدف مѧن,ةسѧهول التمارین أدرجت من السهل إلѧى الأقѧل         

 و,الدرسѧѧينذلѧѧك تمكѧѧين المتلقѧѧي مѧѧن اسѧѧتيعاب مختلѧѧف مراحѧѧل      
       .يالتفكير الریاضالوقوف على أطوار و مراحل 

نتمنى أن یجد التلميذ و الأستاذ بدوره الفائدة المرجو توفرها في
  .البحوث المتواضعة مثل هذه

  
  2004 -2003 :راسيةالسنة الد
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   :اللوغاريتميةالدوال  )1

  
    : اللوغاريتمية النبيريةــ الدالة 1
  

  :تعريفــ أ       
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  .   أو هما معا بتعابير موجبة قطعا y  أو  xيات صالحة إذا عوضنا النتائج والخاصتبقى*        
     

 الدوال اللوغاريتمية و الدوال الأسية 



fr.ift.arabmaths://http  3

                                                

ln

ln :
ln ( )

( ) 0
u u

u E I R
x u x
x E

x D x D
u x

→

∈
∈ ⇔ ∈
 >
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  :    نتائج

              
          )(: xuxu     . x0ة قطعا ومعرفة بجوار   دالة عددیة موجب 
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   ــ المشتقة اللوغاريتمية 2
  
  :خاصية 

u دالة قابلة للاشتقاق على مجال Iعلى ةنعدم و غير  م I .  

::     الدالة  ln ( )g x u x→قابلة للاشتقاق على    I و لنا     :( )( )
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  a     }1{-*+IR∈aدالة اللوغاريتم للأساس  ـــ 3 
 

  :تعريف

: الدالة 
a
xx

ln
ln

      loga ونرمز لها بالرمز  a للأساس اللوغاریتمتسمى دالة ,  +*x∈IR   مع   
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  :ل التاليةاحسب مشتقة الدوا) 4
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  :الدوال الأسية النبيريةــ  1  
  
 :تعريف  - أ
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  . أو هما معا بتعابيرy أوxصالحة إذا عوضنا تبقى النتائج و الخاصيات السابقة * 
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),,( منسوب إلى معلم متعامد ممنظم Pالمستوى             jiO   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
     

  ( )expC   
∀∋≤+⇔حذب م 1)( xeIRx x

  

            
  :ايات الهامة النه

  
• +∞=

+∞→

x

x
elim 

• 0lim =
−∞→

x

x
e 

• 0lim =
−∞→

x

x
xe 

• ∞+=
+∞→ x

e x

x
lim 

• 11lim
0

=
−

→ x
e x

x
 

  
                                         

  :نتائج 
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        : و لدینا     
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   :1 تمرين 

 
  :ایات التاليةتالية  ثم احسب النه العلاقات  الأثبت
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  :4تمرين 
  
 
)(1نعتبر المتتالية العددیة   ≥nnu المعرفة بما یلي: )(log2 nun =  

)(1بين أن .1 ≥nnu تزایدیة  
)(1هل  .2 ≥nnu ؟متقاربة  
nuuu  :أحسب المجموع .3 +++ ..........21  

  :5تمرين
 

 :  نضع  IR+من x  لكل               
2
²)1ln()( xxxxf  و     =+−+

3
)()(

3xxfxg −=  

1.   
  IR+تناقصية قطعا على  g وأن الدالة IR+تزایدیة قطعا على f بين أ ن الدالة  - أ

  

بين أن    - ب
32

²)1ln(0
3xxxx  IR+ من  x لكل  +−+≥

  
  : احسب النهایتين  .2

                     
²
)1ln(lim

0 x
xx

x

−+
+→

  و         
²
)1ln(lim

0 x
xx

x

−+
−→

   

)(1 نعتبر المتتالية العددیة .3 ≥nnuالمعرفة بما یلي : n
n

nnun −





 +

=
1ln²    ∗∈∀ INn  

: بين أن   - أ
2
11² −






=

n
fnun ∗∈∀ INn  

)(1بين أن المتتالية   - ب ≥nnu مصغورة بالعدد
2
1

−. 

:   أن   أثبت  - ت
2
1

3
1

−≤
n

un  ∗∈∀ INn ثم أحسب  nulim.  

   :6تمرين
 

)(1ln : المعرفة بما یلي fنعتبر الدالة العددیة  −= xexf لكل x  من∗IR.  

                          )(C  المنحنى الممثل للدالةf في المستوى المنسوب لمعلم متعامد ممنظم );;( jio
 

.  
1.  

  .IR∗ معرفة على fتحقق أن  - أ
  .IR∗عند محدات f  أحسب نهایات  - ب

2.  
xf)(أحسب  - أ  .IR∗على fتم ضع جدول تغيرات IR∗من xلكل ′
D:xy)(بين أن المستقيم   - ب بالنسبة للمقارب  C)(ثم أدرس وضع +∞جوار C)(مقارب مائل للمنحنى =

  .D)(المائل
                                                                                                                   

[على المجال fقصور g  ليكن   .3 [+∞;0 . 
[تقابل من gبين أن  - أ  .     IR  نحو 0;∞+]
1)(أحسب IR من xلكل  - ب xg −.  
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)()()(نضع  .4 Γ=  CE حيث)(Γ 1المنحنى الممثل للدالة−g في المعلم);;( jio
 

.  
*من xلكل xff)(أحسب  - أ

−IR. 
 .D)( متماثلة بالنسبة لـــــ(E)بين أن  - ب
  .(E) أنشئ  - ت

  
  :7تمرين 
x : xدالة العددیة لمتغير حقيقي نعتبر ال    

x
xf ln3)( +=  

),,( في معلم متعامد ممنظم f المنحنى الممثل للدالة(C)وليكن jiO
  

.  
 .f مجموعة تعریف Dحدد  .1
 .D عند محدات fاحسب نهایات  .2
xf)(احسب  .3  .Dدد إشارتها على  وح′
 .Dعلى  f جدول تغيرات ضع .4
  . (C)ادرس الفروع اللانهائية لـــــ .5
xf)(احسب   .6  . D و ادرس إشارتها على ′′

 بين أن  .7





 + 6ln

2
1;6Iنقطة انعطاف لـــــ (C). 

   .C)( أنشء .8
  :8تمرين 
x:  نعتبر الدالة العددیة لمتغير حقيقي     








+
−

=
1
1ln)(

x
xxf  

),,( في معلم متعامد ممنظمf   المنحنى الممثل للدالة(C)وليكن jiO
  

.  
 . دالة فردیة f و بين أن .f مجموعة تعریف Dحدد  .1
 .D عند محدات fاحسب نهایات  .2
xf)(سب اح .3  .D وحدد إشارتها على ′
 .D على fضع جدول تغيرات  .4
 .  (C)ادرس الفروع اللانهائية لـــــ .5
  .C)( أنشء .6

  
   :9تمرين 

    :xنعتبر الدالة العددیة لمتغير حقيقي     
x

xf
ln2

1)(
−

)0(0     و    = =f.  

),,( في معلم متعامد ممنظمf الة المنحنى الممثل للد(C)وليكن jiO
  

.  
] معرفة على المجال fدالة بين أن ال .1 [2;0 e=D.  
lim)(احسب أ ـ  .2

2
²

xf
ex
ex

 
→

 . و أول مبيانيا النتيجة 

00على یمين f ب ـ ادرس اتصال ثم اشتقاق  =x.  

)بين أن .   3        )3
ln22

1)(
xx

xf
−

xf)( و استنتج إشارة   ′= [على ′ [²;0 e. 

  .D على fضع جدول تغيرات . 4 
  .C)( أنشء .5 

  
  : 10تمرين 

)x:    )1ln  الدالة العددیة لمتغير حقيقي                          نعتبر
1

)( +−
+

= x
x

xxf  
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),,(في معلم متعامد ممنظمf    المنحنى الممثل للدالة(C)وليكن jiO
  

.  
  .D عند محدات f احسب نهایات  ثمf مجموعة تعریف Dحدد  .1
xf)(احسب  .2 [1,] و ادرس إشارتها على ′ +∞− . 
 .D على fضع جدول تغيرات  .3

lim)(0بين أن .4 =
∞+ x

xf ثم ادرس الفروع اللانهائية ل  (Cf). 

)D    : 3)1  من  xبين أن لكل .5
1)(

+
−

=′′
x
xxf 

 I .  و حدد احذاثيات نقطة الانعطاف C) (ادرس تقعر .6
)(0ثم حل مبيانيا المتراجحة  . C)( أنشء .7  xf.  

   :11تمرين 
)(x:        2ln  الدالة العددیة لمتغير حقيقينعتبر                               xxxf +=  

),,( في معلم متعامد ممنظمf  المنحنى الممثل للدالة(C)وليكن jiO
  

.  
  .D عند محدات f احسب نهایات  ثمf مجموعة تعریف Dحدد  .1
xf)(احسب .2  .D ا على  و ادرس إشارته′
 .D على fضع جدول تغيرات  .3
 (C)ادرس الفروع اللانهائية ل  .4
 .C)( أنشء .5

 
  : 12تمرين 

x :     الدالة العددیة لمتغير حقيقي  نعتبر                             







+
−

+=
1
1ln)(

x
xxxf   

),,( في معلم متعامد ممنظمf  المنحنى الممثل للدالة(C)وليكن jiO
  

.  
 . دالة فردیة f و بين أن .f مجموعة تعریف Dحدد  .1
 .D  علىfثم ادرس تغيرات , D عند محدات fحدد نهایات  .2
 .(C)ادرس الفروع اللانهائية ل  .3
  .(C)ارسم  .4
 G(x)=(x-1)ln(x-1)-(x+1)ln(x+1)     ,   1 x : بحيثGنعتبر الدالة  .5
 :لة أصلية للدالة  داGبين أن  .6








+
−

=
1
1ln)(

x
xxg   1[على,+∞[.   

   y=x  و x=4  و x=2 : و المستقيمات المعرفة بالمعادلات (C)احسب مساحة جزء المستوى المحصور ب  .7
)2(0 لاحظ أن (                     f (.  

 
  :13تمرين 

               : xلمتغير حقيقي   f   الدالة العددیة نعتبر











=
=

−=

0;ln)(
0)0(

0;)(
1

 

 

xxxxf
f

xexxf x

  

),,( في معلم متعامد ممنظمf  المنحنى الممثل للدالة(C)وليكن jiO
  

.  
1.  

  .D عند محدات f احسب نهایات  ثمf مجموعة تعریف Dحدد   - أ
00  في f ادرس اتصال   - ب =x.  
00 على اليسار و على اليمين فيfادرس قابلية اشتقاق   - ت =xثم أول هندسيا النتيجتين المحصلتين . 

xf)(احسب .2 }  و ادرس إشارتها على ′ }0−D. 
 .D على fضع جدول تغيرات  .3
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 (C)ادرس الفروع اللانهائية ل  .4
 .C)( أنشء .5

 
  :14تمرين 

x:      xxدالة العددیة لمتغير حقيقي  النعتبر                 eexf 21)( −=                     
),,( في معلم متعامد ممنظمf  المنحنى الممثل للدالة(C)                  وليكن jiO

 
.  

1.  
  .f مجموعة تعریف Dحدد   - أ
lim)(: احسب النهایة   - ب xf

x −∞→
  .أول هندسيا النتيجة  ثم 

=∞−:  بين أن  .2
−

−→ x
fxf

x

)0()(lim
0

     ماذا تستنتج ؟  

xf)(احسب .3 }  و ادرس إشارتها على ′ }0−D.  
 .D على fضع جدول تغيرات  .4

أفصولها  یقبل نقطة انعطاف f  منحنى (C)  أ ـ أثبت أن  .5






 −
4

53ln
2
1. 

 .C)( شءأنب ـ  .6
  

  :15تمرين 
x : x الدالة العددیة لمتغير حقيقي               نعتبر

x

e
exxf

+
−=

1
92)(  

),,( المنحنى الممثل للدالة في معلم متعامد ممنظم(C)                   وليكن jiO.  
   .f مجموعة تعریف Dحدد   .1
 .Dدات  عند محfحدد نهایات  .2
xf)(احسب  .3  .Dعلى و ادرس إشارتها  , ′
 .Dعلى  fضع جدول تغيرات  .4
 .  یقبل  مقاربان  مائلان  یجب  تحدیدهما(C)بين أن  .5

IR : 3  منx لكل :بين أن  .6

2

)1(
)(9)( x

xx

e
eexf

+
−

=′′ 

7.  
 . I  و حدد احذاثيات نقطة الانعطاف (C)رادرس تقع  - أ
  . (C) مرآز تماثل لـــــ I  أن أثبت  - ب
  .C)( أنشء   - ت

  
  :16تمرين 

)x  :    2)1 الدالة العددیة لمتغير حقيقي نعتبر                 
)(

−
= x

x

e
exf  

),,(في معلم متعامد ممنظم f المنحنى الممثل للدالة (C)وليكن                  jiOمع    cmji 1==
→→

  

  . دالة زوجية f و بين أن .f مجموعة تعریف Dحدد  .1
  (C) الفروع اللانهائية للمنحنى طبيعة و استنتجD عند محدات fاحسب نهایات  .2
xf)(احسب  .3  xe−1هي إشارة  IR*ى  و تحقق أن إشارتها عل′
 (C) ثم ارسم Dعلى  fضع جدول تغيرات  .4
 2ln2=x و 2ln=x  ومحور الأفاصيل و المستقيمان  (C) ــــــاحسب مساحة جزء المستوى المحصور ب .5
[,0]ى  علf قصور gنعتبر  .6 ∞−   
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[,0] تقابل من gبين أن   - أ [0,] نحو −∞ ∞+  

[0,] من xلكل   - ب x      :  بين أن+∞
xxe xg

2
1412)(1 +−+

=
−

  

),,( في المعلم g−1 منحنى الدالة )  Γ(ارسم    - ت jiO.   
  
  :71لتمرين ا

  :   لي ی  المعرفة بما  x للمتغير الحقيقي f نعتبر الدالة العددیة                               

                                        






=
≠=

+−

0)0(
0,)(

    ||ln

f
xexf x

xx

      

       (C)  المنحنى الممثل للدالة  fعلم متعامد ممنظم  في المستوى المنسوب إلى م),,(
→→

jiO   
  .   D عند محدات  fنهایات   واحسب f مجموعة تعریف الدالة D أ ــ حدد )1

  . 0متصلة على یمين fبين أن     ب ــ  
   ؟  0 متصلة على یسار  f    ج ــ  هل 

')0(0وأن  0ين  على یمللاشتقاق قابلة fبين أن  )2 =df  . 
')(أ ــ احسب  )3 xf لكل x  من IR*  . 

')(  ب ــ ادرس إشارة xf على IR*  جدول تغيرات أعط ثم f على D .   
 .(C)لمنحنىل ةع اللانهائيوأ ــ ادرس الفر )4

   بالنسبة للمستقيم الذي معادلته  (C) أدرس وضع   ب ــ
e

y 1
=  

  . (C)أنشئ )5
  
  :18التمرين  

  :    بما لي IR على   المعرفة x للمتغير الحقيقي f                   نعتبر الدالة العددیة             

                                        






=
≠+=

0)0(
0,)1()(

1
2

f
xexxf x      

        (C) نى الممثل للدالة  المنحf في المستوى المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم ),,(
→→

jiO   
lim)(النهایتيناحسب أ ــ  )1 xf

x +∞→
lim)( و  

0
0

xf
x

x
 

→
 . 

 , 0 على یسار f اشتقاق  الدالة  اتصال و   ادرس  ب ـــ

xeبين أن  أ ــ  )2
x

xxxxf
1

2

2 12)1()(' ++
  .*IR  من  x  لكل=−

')(   ب ــ ادرس إشارة  xf على IR*  ثم ضع جدول تغيرات f  على IR .  
 .(C)أ ــ ادرس الفروع اللانهائية للمنحنى )3

  . (C)أنشئ   ب ــ 
  

  
  :91التمرين
  :     المعرفة بما لي  x للمتغير الحقيقي f                   نعتبر الدالة العددیة             

                                        






=

>
+

=

0)0(

0,
)ln(1

)ln()(

f

x
x

xxxf
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       (C)   المنحنى الممثل للدالةf في المستوى المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم ),,(
→→

jiO   

 معرفة على   fبين أن أ ــ  )1



 ∞+∪



= ,11,0

ee
D .  

lim)(احسب     ب ــ  
1

xf
e

x
−

→

lim)(و 
1

xf
e

x
+

→

lim)( و xf
x +∞→

 .   

')0(1 وأن  0 على یمين للاشتقاق قابلة  fبين أن  أ ــ  )2 =df .  
 . في أصل المعلم  (C)    ب ــ حدد معادلة دیكارتية لنصف مماس

')(أ ــ احسب  )3 xf لكل x  من  { }0−D وأثبت أن الدالة  f  تزایدیة قطعا على آل من المجالين 



 ∞+

e
و1





e
1,0 . 

   . D على f جدول تغيرات أعط  ب ــ 

)ln1(3بين أن  )4
ln1)("

xx
xxf

+
+−

} من  x لكل = }0−D  ن   ثم استنتج أ (C) یقبل نقطة انعطاف . 

 . y = x : ي معادلته ذیقبل فرعا شلجميا في اتجاه المستقيم ال(C) لمنحنى بين أن  اأ ــ  )5
    y = x   .   بالنسبة للمستقيم الذي معادلته(C)   ب ــ أدرس وضع

6( g قصور الدالة  f  على المجل 



 ∞+

e
1I =  .  

   یجب تحدیده  J نحو مجال Iابل من  تقg      أ ــ بين أن 
 g-1)((0)' واحسبJ على  g-1      ب ــ ضع جدول تغيرات 

   

),,( في المعلم  g-1  منحنى الدالة )  Γ(و (C)أنشئ  )7
→→

jiO  .   
  

   :02التمرين
  

  :الجزء الأول
 

  :   لي یعرفة بما   الم x للمتغير الحقيقي fنعتبر الدالة العددیة 

                                                    




=
>−=

0)0(
0,ln1)(

f
xxxxf      

        (C)  المنحنى الممثل للدالة f  في المستوى المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم),,(
→→

jiO .  
 . I=[0 , e] معرفة على المجال  f بين أن الدالةأ ــ  )1

   . 0متصلة على یمين fب ــ  بين أن     
  ثم أول هندسيا هذه النتيجة ,  على اليمين 0  في f اشتقاق  الدالة  قابلية   ادرس     ج ـــ 

[ : تحقق أن  أ ــ )2 [( )
ex

ex
x

x
ex

efxfex
−
−

−
−

=
−
−

∈∀
)ln()ln(

ln1
)()(,0 . 

  .  ثم أول هندسيا النتيجة المحصل عليها  eفي  على اليسار  f اشتقاق الدالة  قابلية استنتج  ب ــ
')(احسب ــ  أ )3 xf 0[ على ,e[    ثم ادرس إشارتها .   

   .  I على  fــ ضع جدول تغيرات    ب  
)(احسب    -    ت  efو )( ef         .   eذات  الأفصول   في النقطة  f وأعط  معادلة مماس منحنى الدالة ′

            
 .(C)أنشئ  )4

 
  :الجزء الثاني

  
):    نضع  ) ( ) }{}0|)|ln1(:),({ 22 OxxyPyxM ∪=−−∈=Γ  
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)ــ بين أن   أ )1 ) exyxM ≤⇔Γ∈),(  
   ) Γ( إلى  تنتميان أیضا M(-x,y)و    M(x,-y)فإن النقطتين  ) Γ( تنتمي إلى  M(x,y)       ب ــ بين أنه إذا آانت النقطة 

  .             ثم أول هندسيا هذه النتيجة 

 من  (x,y)منطبقان لكل  )  Γ(  و(C)    أ ــ تحقق أن )2







×

2
;0],0[ ee .   

  ) . Γ(         ب ــ أنشئ 
   

   :12التمرين 
  :   لي ی المعرفة بما   x للمتغير الحقيقي f                   نعتبر الدالة العددیة             

                                        |1|ln
2

)(
x

xxxf −
+−=      

        (C)  المنحنى الممثل للدالة  f في المستوى المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم ),,(
→→

jiO.   

cmji             مع   1==
→→

  

 . f مجموعة تعریف الدالةD حدد  )1

 بين أن النقطة  )2





 −Ω

4
1,

2
 . (C) مرآز تماثل المنحنى 1

lim)(أ ــ احسب  )3
1
1

xf
x

x
 
→

lim)( و
1
1

xf
x

x
 

→
 .  

lim)(احسب    ب ــ   xf
x +∞→

و 
2

)(lim xxf
x

+
+∞→

   . هندسيا النتيجتين  ثم أول 

')(أ ــ احسب  )4 xf لكل x  من 



 1,
2
[1,] و  1  .  ثم ادرس إشارتها ∞+

   . D على f جدول تغيرات أعط ــ ج  

 المعادلة  يوالمستقيم ذ(C) ادرس الوضع النسبي للمنحنى  )5
2
xy −=   .   

 . (C)أنشئ )6

∫أ ــ احسب  )7
3

2
)ln( dxx و ∫ −

3

2
)1ln( dxx.  

   : ــــوالمستقيمات المعرفة ب (C)     ب ــ استنتج حساب مساحة الحيز المحصور بين المنحنى 

                 32
2

==−= xوxوxy  

  
   :22التمرين 

  :   لي ی بما IR على   المعرفة x للمتغير الحقيقي fدیة                    نعتبر الدالة العد            

                                        
1

1
2
1)(

+
++= x

x

e
exxf      

 (C) المنحنى الممثل للدالة  f   في المستوى المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم),,(
→→

jiO  

cmji              مع  1==
→→

    

أ ــ بين أن النقطة   )1





Ω

2
    (C) . مرآز تماثل المنحنى3,0

lim)(   ب ــ  احسب  xf
x −∞→

lim)( استنتج ثم  xf
x +∞→

  . 

')(أ ــ احسب  )2 xf لكل x  من IRجدول تغيرات  ضع ثم f على IR . 
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1 معادلتهالذي ) ∆(لمستقيم بين أن اأ ــ  )3
2

+=
xy مقارب مائل للمنحنى  (C)  بجوار -∞ . 

  . )∆ (و المستقيم (C) ادرس الوضع النسبي للمنحنى     ب ــ
    . (C)     ج ــ أنشئ 

1 والمستقيمات (C)احسب مساحة الحيز المحصور بين المنحنى  )4
2

+=
xy و x = 0 و  x = ln2  .  

 .  ]α∈]3,4 وأن  αتقبل حلا وحيدا   f(x)=xبين أن المعادلة   )5

 : المعرفة آما یلي   (Un )نعتبر المتتالية العددیة  )6

                                    




∈∀=
=

+ )(,)(
0

1

0

INnUfU
U

nn

    

≥>α       أ ــ بين أن    nU0    (∀n∈IN) .   

  .   تزایدیة قطعا وأنها متقاربة (Un)      ب ــ بين أن 

nn     ج ــ احسب  
U

+∞→
lim .  

  : 32التمرين 
  

  :الجزء الأول
  

  :   لي  ی بماIR  المعرفة على  x للمتغير الحقيقي fنعتبر الدالة العددیة 
                                        xexxf −+= 2)1()(      

(C)  المنحنى الممثل للدالة  f في المستوى المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم ),,(
→→

jiO.  
lim)( احسب  )1 xf

x −∞→
lim)(0 وبين أن  =

+∞
xf

x 
  . 

')(أ ــ احسب  )2 xf لكل x  من IR وادرس إشارتها   . 
  . IR على f جدول تغيرات ــ أعط     ب 

  . (C) ادرس تقعر المنحنىأ ــ )3
  .في نقطة تقاطعه مع محور الأراتيب  (C)للمنحنى     ب ــ حدد معادلة المماس 

   .  (C)     ج ــ ادرس الفرعين اللانهائيين للمنحنى
   . (C)      د ــ أنشئ 
  :الجزء الثاني

   

 على المجال   f  قصور الدالة gلتكن



=

e
I 4,1  

   g(I)⊂ Iأ ــ بين أن 
   . I  على المجال  ggب ــ حدد رتابة 

 : المعرفة آما یلي   (Un )نعتبر المتتالية العددیة )  2       

                                    




∈∀=
=

+ )(,)(
1

1

0

INnUggU
U

nn  
    

       أ ــ بين أن   
e

U n
40 <≤    (∀n∈IN) .   
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  .   قطعا و متقاربة رتيبة  (Un)      ب ــ بين أن 

  
   :42التمرين 

  :   لي  ی بماIR  المعرفة على  x للمتغير الحقيقي f                   نعتبر الدالة العددیة             

                                        x

x

e
exf )1ln()( +

=      

        (C)  المنحنى الممثل للدالة  f في المستوى المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم ),,(
→→

jiO  

cmj              مع  2=
→

cmi 1=
→

 .   

lim)( احسب  )1 xf
x −∞→

lim)( و   xf
x +∞→

 .   ثم أول هندسيا النتيجتين 

   IR*+    h(x)=1-x+ln(x) من x نضع لكل  )2
    +*IRعلى   h(x)     أ ــ ادرس إشارة  

( ب ــ بين أن     
1

1(1)('
+

= xx e
h

e
xf   (∀x∈IR)  

 . IR على f جدول تغيرات ضعـ ـ     ج 
  . )α< 1 >0 مع  α یقبل نقطة انعطاف وحيدة في النقطة ذات الأفصول   (C)نقبل أن  ( ,   (C) أنشئ )3

 

∫أ ــ باستعمال المكاملة بالأجزاء احسب  )4
1

0
)( dxxf .  

   )  1/ex-='(e-x+1)ظة  یمكن ملاح          (
   .  x = 1  و x = 0 و y=0والمستقيمات   (C) مساحة الحيز المحصور بين المنحنى      ب ــ استنتج حساب 

  )1 ( y'+y=1/(1+ex)للمعادلة التفاضلية   حل خاص  f أ ــ تحقق أن الدالة  )5
   .=y'+y  0   للمعادلة التفاضلية اعام       ب ــ حدد حلا

  .)1(      ج ــ استنتج حلول المعادلة 
  

  : 52التمرين 
  :   لي ی بما IR  المعرفة على  x للمتغير الحقيقي f                   نعتبر الدالة العددیة             

                                        
1
12)( 3

3

+
−

= x

x

e
exf      

        (C)    المنحنى الممثل للدالةf في المستوى المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم ),,(
→→

jiO  

cmji              مع  1==
→→

    

أ ــ بين أن النقطة   )1





Ω

2
   . (C) مرآز تماثل المنحنى1,0

lim)(   ب ــ  احسب  xf
x −∞→

 .  أول هندسيا النتيجة  ثم 

')(أ ــ احسب  )2 xf لكل x  من IRجدول تغيرات  ضع ثم f على IR . 
 . مع محور الأفاصيل   (C)حدد نقطة تقاطعأ ــ  )3

  . في أصل المعلم    (C)لمنحنى ل(T) حدد معادلة المماس       ب ــ

  .  (C)و)  (T      ج ــ أنشئ 

:            بين أن-أ)      4
2

2

2( )
x x

x x

e ef x
e e

−

−

−
=

+
 (∀x∈IR)  
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  .IR   علىfــــ استنتج دالة أصلية ل-        ب

) احسب مساحة الحيز المحصور بين -       ج )C 0 والمستقيماتy 0x و = ln و = 2
3

x = −.  

] من المجال xلكل     )  5 ]2ln 2,3ln 2I )       :نضع  = ) ( )g x f x x= −  
  . I تناقصية قطعا على المجال g بين أن الدالة -         أ
) استنتج أن المعادلة -       ب )f x x= تقبل حلا وحيدا αفي المجال I.  

)نعتبر المتتالية العددیة  )  6 )n n
U0:   المعرفة بما یلي

1

2 ln 2
( )n n

U
U f U+

=
 =

  

2:     برهن أن-        أ ln 2 nU α≤ ≤      (∀n∈IN)  
) أثبت أن المتتالية -        ب )n n

U رتيبة قطعا و متقاربة ثم احسب lim nn
U

→+∞
.  

)7:             وتةنقبل المتفا )  7 )
50

f x xα α− ≤ −  : [ ]2ln 2,3ln 2x∀ ∈  

7: أثبت أن  -         أ
50

n

nU α  − ≤  
 

   (∀n∈IN)  

  .−310 بالدقة αــــ استنتج قيمة مقربة ل–         ب 
  

  :62التمرين
1         :بين أن  ln 0x x− + ≤   ] [0,x∀ ∈ +∞  

[ الدالة المعرفة على fلتكن  [0, )2:    بما یلي∞+ ) (1 ln ) 2f x x x= + −.    

( )C المنحنى الممثل للدالة f في معلم متعامد ممنظم ( , , )O i j
 

  
 احسب -أ) 1

0
0

lim ( )
x
x

f x
→
 

   ثم أول هندسيا النتيجة

:   تحقق أن-ب    
2

1 ln ln( ) 2 4 2x xf x x
x x x

  
 = + + −     

 ] [0,x∀ ∈ +∞  

lim احسب -ج     ( )
x

f x
→+∞

) و  )lim ( ) 2
x

f x x
→+∞

    ثم أول هندسيا النتيجتين+

):  تحقق أن-أ)  2 )2( ) 1 lnf x x x
x

′ = − +  ] [0,x∀ ∈ +∞  

[ على f ضع جدول تغيرات الدالة -     ب [0, +∞  

)  حدد معادلة المماس -  أ ) 3 )Tحى  للمن( )C 0 في النقطة ذات الأفصول
1
2

x =  

,1) أثبت أن النقطة -       ب ) نقطة انعطاف للمنحنى −(1 )C  
) أنشئ -ج        )C  

  
  

  :72التمرين

           : بما یليIR الدالة المعرفة علىfلتكن
1

( ) 0
(0) 0

xf x xe x
f

 = ≠
 =

  

( )C المنحنى الممثل للدالة f في معلم متعامد ممنظم ( , , )O i j
 

 1i j cm= =
  

  

00 متصلة و قابلة للاشتقاق على اليسار فيfبين أن الدالة ) 1 =x.  
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:      تحقق أن-أ)    2

1
1 11 1

x
x ex e

x

  −
− = 

 
   *IRx ∈∀    

 احسب -       ب
0

0

lim ( )
x
x

f x
→
 

) و  )lim ( ) 1
x

f x x
→+∞

−   .ج  ثم أول هندسيا النتائ−

)احسب  -أ)    3 )f x′ لكل x من ∗IRثم ادرس إشارتها.   
  .IR  علىf ضع جدول تغيرات -       ب

1:  بين أن -أ)   4 0te t− − ≥    IRt ∈∀  

:  تحقق أن-   ب   
1 1( ) ( 1) 1xf x x x e

x
 

− + = − − 
 

  ∗∈∀ IRx  

) ادرس إشارة -      ج ) ( 1)f x x−   . ثم أول هندسيا النتيجتينIR∗ من x لكل +
) أنشئ-       د )C.  

[ من المجال λلكل      ) 5  نضع 0,1[
1

1
( ) xA xe dx

λ
λ = ∫  

) أول هندسيا العدد -      أ )A λ   

1x بوضع -     ب
t

:         بين أن=
1 11

31

t
x exe dx dt

t
λ

λ
=∫ ∫  

3 أثبت أن-    ج
3

1 11, : 1t
t

λ
λ

 ∀ ∈   
    

:    استنتج أن-     د
1 3 ln 1

( ) 1e A e
λ λ
λ λλ

+

−   ] ]0,1λ∀ ثم احسب          ∋
0

0

lim ( )A
λ
λ

λ
→
 

  

  
  :82تمرين

2:    الدالة العددیة المعرفة بما یليfلتكن 

1( ) (2 ) ln
4 5

f x x
x x

 = +  + + 
   

( )C المنحنى الممثل للدالة f في المستوى المنسوب لمعلم متعامد ممنظم ( , , )O i j
  

  
 .IR معرفة على f تحقق أن -أ)           1

) بين أن -        ب 2,0)Ω )اثل للمنحنى  مرآز تم− )C.  

lim احسب -             ج ( )
x

f x
→+∞

)  و   )lim
x

f x
x→+∞

  .    ثم أول هندسيا النتيجة 

) احسب -أ)         2  )f x′ لكل x من IR  و استنتج أن f تناقصية قطعا على IR. 
  .IR على f ضع جدول تغيرات -             ب

) نقطة انعطاف للمنحنى Ω أثبت أن - أ )       3  )C.  
) أنشئ -             ب )C.  

)نضع )  4 ) ( )g x f x= −     )IRx ∈(  
) بين أن المعادلة -  أ             )g x x= تقبل حلا وحيدا α ینتمي إلى المجال [ ]4,5  

1g ثم ضع جدول تغيرات التقابل العكسي IR نحو IR تقابل من g أثبت أن الدالة -  ب             −  
) أنشئ -    ج          )Γ 1 منحنى الدالةg ) في المعلم − , , )O i j

 
  

0: ددیة المعرفة بما یلينعتبر المتتالية الع) 5

1

0
( )n n

u
u g u n+

=
 = ∈

  

0:  بين أن - أ                nn u α∀ ∈ ≤ ≤   
) أثبت أن المتتالية   -  ب              )n nuتزایدیة و أنها متقاربة .  
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lim:  أثبت أن-ج                nn
u α

→+∞
=.  

  
  
  :92رينتم

  :    الدالة العددیة المعرفة بما یليfلتكن 

                             2( )
(ln ) 2(ln ) 2

xf x x
x x

= −
− +

(0) و  0f =  

  
( )C المنحنى الممثل للدالة fسوب لمعلم متعامد ممنظم  في المستوى المن( , , )O i j

  
  

lim و احسب IR+ معرفة على f تحقق أن -أ )1 ( )
x

f x
→+∞

.  

(0)قابلة للاشتقاق على یمين الصفر وأن fبين أن  -ب 1df ′ =  

:  بين أن-ج
2(ln )lim 0

x

x
x→+∞

=  

:   بين أن -أ)  2        
( )( )

( )

2 2
*

22

(ln ) ln (ln ) 3ln 4
( )

(ln ) 2 ln 2

x x x x
x f x

x x

− − +
′∀ ∈ =

− +
     

) ادرس إشارة -  ب            )f x′ ثم ضع جدول  تغيرات f على +IR  
) بين أن - أ)  3         )C یقبل فرعا شلجميا في اتجاه المستقيم y x=  

) ثم  أنشئ ef)( احسب - ب              )C.  
]المجال  على f قصور الدالة g لتكن )4         [,e +∞  

] تقابل من g بين أن -                أ [,e   IR+ نحو ∞+

1g ادرس اشتقاق -                ب 0 على یمين − 0x =  
)1 نضع  )5         ) ( )( )x h x g f x+ −∀ ∈ =    

0 في h ادرس اشتقاق -                أ 0x 0x ثم في = e=  
[غير في آل من المجالين  لهما نفس التf وh بين أن -                ب [1,e و ] [0,1  

) أنشئ -                ج )Γ منحنى الدالة h في المعلم ( , , )O i j
 

  
  

  :03تمرين
  : بما یليIR  العددیة المعرفة علىf                     لتكن الدالة

                   
2ln(1 )( ) 3 2 xf x x

x
+

= − (0) و + 3f =  

( )Cالمنحنى الممثل للدالة fفي معلم متعامد ممنظم ( , , )O i j
 

  
): بين أن-أ )1 ) : ( ) 6 ( )x f x f x∀ ∈ − =   . ثم أول العلاقة مبيانيا −
0 قابلة للاشتقاق فيf أثبت أن- ب        0x =  
lim احسب - ج        ( )

x
f x

→+∞
  

) احسب -أ  )2     )f x′ لكل x من *
+IR ثم تحقق أن  :*( ) : ( ) 0x f x′∀ ∈     

  .IR على f ضع جدول تغيرات - ب       
) بين أن المستقيم -أ   )3     ) : 3 2D y x= ) مقارب مائل للمنحنى − )C درس وضع ثم ا( )C بالنسبة للمستقيم ( )D  
) نقطة انعطاف للمنحنى I(0,3) بين أن -ب          )C  
) أنشئ -ج           )C  
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نضع   )4     

2

*
1

2 2

( ) ( )
(1 )

x

x

ex g x
x

 
 ∀ ∈ =   + 

(0)             و    1g =  

3:   تحقق أن-أ           ( )( ) ( ) f xx g x e −∀ ∈ =              
  IR على g ادرس تغيرات - ب          

) أنشئ -ج             )Γ منحنى gي المعلم  ف( , , )O i j
 

  
  

  :13تمرين
* العددیة المعرفة علىg                  لتكن الدالة

+IRبما یلي  :ln( ) 2
ln

x xg x
x x

+
=

−
  

*  تحقق أن )1 ln 2( ) 1
ln 1

ln

x xx xx x
x

+
+

∀ ∈ = +
− −

    

  
 احسب -أ ) 2      

0
0

lim ( )
x
x

f x
→
 

lim  و   ( )
x

f x
→+∞

  

*:   بين أن-           ب
2

1 ln( ) ( ) 4
( ln )

xx g x
x x+

−′∀ ∈ =
−

   

* على g   ضع جدول تغيرات -ج        
+IR  

)نضع  )3     ) ( ) , 0f x g x x= (0)    و    2f = −  
)وليكن          )Cالمنحنى الممثل للدالة fفي معلم متعامد ممنظم ( , , )O i j

 
  

0 قابلة للاشتقاق على اليمين في fبين أن   - أ 0x (0) وأن = 0df ′ =  
)ادرس الفرع اللانهائي ل  - ب )C 

) أنشئ -ج          )C )   (1)احسب; (2); (8)f f f(   

} من    nلكل       )4      }1* −IN      :          نضع    
n

n n

e nu
e n

+
=

−
  

}:  تحقق أن-أ          }* 11 ( )
2

n
nn u g e∀ ∈ − =   

) بين أن المتتالية -ب         ) 2≥nnuتناقصية وأنها محدودة .  
lim احسب -ج         nn

u
→+∞

.  

  
  :23تمرين

}على  الدالة العددیة المعرفة f                   لتكن }2e+   :  بما یلي −−

                   { }* 22 ln( ) ,
2 ln

xf x x x e
x

−
+

−
= ∈ −

+
(0)  و    0f =  

( )Cالمنحنى الممثل للدالة f في معلم متعامد ممنظم ( , , )O i j
 

  

[تحقق أن ) 1 [2 2

2 11 1 2 ln ln0, ,1 1, 22 ln 1
ln

x xx
e e x

x

−−   ∀ ∈ ∪ ∪ +∞ =    +    +
  

   قابلة للاشتقاق على یمين الصفرf أثبت أن -أ) 2
 احسب - ب   

2
lim ( )
x e

f x
−→

   ثم أول هندسيا النتيجتين
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lim احسب -ج     ( )
x

f x
→+∞

) و  )lim
x

f x
x→+∞

xxf و 
x

+
+∞→

)(lim ذه النتائج ه  ثم أول هندسيا.  

) احسب -أ) 3 )f x′ لكل x من *
2

1
e+

 −  
 

   

2 تناقصية قطعا على آل من المجالين f استنتج أن-    ب

10,
e

 
  

2 و على 

1 ,
e

 +∞  
  

* على f ضع جدول تغيرات-ج    
2

1
e+

 −  
 

    

) نقطة انعطاف I(1,1) أثبت أن النقطة -أ) 4 )C  

) حدد تقاطع - ب    )C مع محور الأفاصيل ثم أنشئ ( )C 2 من أجل

1x
e

   

) ، المعادلة IN منn تحقق مبيانيا أن لكل -أ) 5 )f x n= تقبل حلا وحيدا nx 2 في المجال

1 ,
e

 +∞  
  

   1x و 0x احسب -ب    
) بين أن المتتالية -أ) 6 )n nx تناقصية   

2 بين أن -   ب
2

1
nx e

e
) و أن IN منnلكل        )n nxمتقاربة   

240 بين أن -  ج 2 ln nx e
n

lim ثم احسب IN منnلكل    + nn
x

→+∞
  

  
  :33تمرين

  :    بما یلي IRالدالة العددیة المعرفة علىfلتكن 

                    
{ }*1( ) ( 1) ln ln , 1

(1) (0) 0

xf x x x x
x

f f

 −
= − − ∈ −


 = =

 
  

( )Cثل للدالة المنحنى الممf في معلم متعامد ممنظم ( , , )O i j
 

   2i j cm= =
  

  

)1  بين أن المستقيم -أ )1 ) :
2

x∆ ) محور تماثل المنحنى         = )C  

0 متصلة في fبين أن  -ب           1x =  
0في f ادرس قابلية اشتقاق -ج           1x =  

1lim أثبت أن -أ)  2       ( 1) ln 1 1
x

x
x→+∞

 − − = − 
 

  

lim احسب -ب             ( )
x

f x
→+∞

  ،  ( )lim
x

f x
x→+∞

    ثم أول هندسيا النتيجتين

}  تحقق أن -أ) 3        }* 11 ( ) ln xx f x
x
−′∀ ∈ − =   

1 تناقصية قطعا علىf أثبت أن -ب             ,
2

 +∞  
  

  IR   علىf ضع جدول تغيرات الدالة -ج              
) ادرس تقعر المنحنى -أ) 4         )C  

) أنشئ - ب             )C  
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نضع        )    5        
{ }

2 2
*( 1) 1( ) ln 1 ln ; 1

2 2 2 4
1 1(1) , (0)
4 4

x x xF x x x x

F F

 −
= − − + − ∈ −


 = = −


 
  

  .IR  على f دالة أصلية للدالةF أثبت أن الدالة-أ              
) استنتج مساحة الحيز المحصور بين -ب               )C 0 و محور الأفاصيل و المستقيمينx 1x و= =  

11 المتراجحةIRحل في ) 6          0x xx x−− − ≥  

  :43رينتم
  

  :الجزء الأول
  

1):     بما یليIR الدالة العددیة المعرفة علىg لتكن           2 )( ) (1 ) xg x x x e −= − + −  
lim)( احسب -أ)  1           xg

x +∞→
lim)(  و  xg

x −∞→
  

) IR من x احسب لكل - ب              )g x′و ( )g x′′  
.)(0 : استنتج أن -ج               xgIRx ′∈∀  

1لاحظ أن (  ثم استنتج إشارتها  IR تناقصية قطعا علىgبين أن الدالة ) 2           0
2

g   = 
 

(  

  
  :الجزء الثاني

  

:    الدالة العددیة المعرفة بfلتكن            

1( ) ;
2( )
1ln( ( )) ;
2

g x x
f x

g x x

 ≥= 



  

)وليكن              )Cالمنحنى الممثل للدالة f في معلم متعامد ممنظم ( , , )O i j
 

.  
 IR معرفة على fأن تحقق -أ) 1           

0 في f ادرس اتصال - ب             
1
2

x =  

0 في f ادرس اشتقاق - ج              
1
2

x =  

) احسب-أ) 2           )f x′لكل xمن 






−

2
1IR   

  IR  علىf ضع جدول تغيرات -ب              
,2) بين أن-أ) 3           (2))fI  نقطة انعطاف للمنحنى   

) بين أن المستقيم -ب               ) :D y x= )  مقارب مائل للمنحنى    − )C ثم ادرس وضع ∞+بجوار ( )C بالنسبة   

)                   لــــ )D1 في حالة
2

x 
 
 

 .   

2: ن أن بي-أ) 4             110 ( ) 1 2 ln( ) ln 1 ln 1
1

xxx f x x x e
x x

−    ⇒ = − + − + − + +    −    
   

) بين أن المنحنى - ب                 )C یقبل فرعا شلجميا اتجاهه المستقيم ( ) : 2y x∆ =   ∞−بجوار      −

) وI أنشئ -ج                   )Dو ( ) و∆( )C )    نقبل أن( ) 0f x′′ 1 لكل
2

x ≤  (   

  :35تمرين
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* الدالة العددیة المعرفة علىf                  لتكن 
−IR بما یلي   :

²
)ln(2)(

x
xxxf −

−=  

     ( )C المنحنى الممثل للدالة fفي معلم متعامد ممنظم  ),,( jiO  .  
1.  

lim)(:احسب   - أ
0

xf
x −→

lim)( و  xf
x −∞→

. 

3:     بين أن    - ب

3
* )ln(212)(:

x
xxxfIRx −+−

=′∈∀ −   

ln(212)(:0(نضع                .2 3 xxxux −+−=∀      
 .  تقبل قيمة قصوى مطلقة سالبة  uبين أن الدالة  - أ
xf)(استنتج إشارة   - ب * على  f  ثم ضع جدول تغيرات′

−IR .   
3.  

) بين أن المستقيم   - أ )D : xy ) مقارب مائل للمنحنى=2 )Cدرس وضع  و ا( )C بالنسبة لــــ ( )D .  
)بين أن  - ب )C یقبل نقطة انعطاف   . 
)أنشء   - ت )Dو ( )Cمبرزا المماس لــــ ( )C في النقطة ( )2,1 −−.  

):  ضع ن .4 )xeexeexg xxx
x

−+−−=
−

22
2

)( 34
2

 

):   تحقق أن   - أ ) ( )[ ]xx efefxgIRx −−−−=∈∀
2
1)(: 

 فردیة  و احسب gبين أن الدالة   - ب
x
xg

x

)(lim
−∞→

  

  .IR على gضع جدول تغيرات   - ت
)أنشء   - ث )gCمنحنى الدالة g في المعلم ),,( jiOس لـــ مبرزا المما( )gC  في النقطة  . 

): حدد مبيانيا عدد حلول المعادلة  .5 ) ( ) meexee xxxx =++− −−  .  حقيقي ر بارا متm حيث222
  

  :36تمرين
  

 :الجزء الأول
  

f دالة عددیة معرفة على IR بما یلي  :xxexf 2²

2
1)( −−=  

  
( )C  المنحنى الممثل للدالة f في المستوى  Pالمنسوب لمعلم متعامد ممنظم ),,( jiO

  
  .  

بين أن المستقيم .1
2
2

=x محور تماثل لــــــ  ( )C.  

2.  
 ) .الرتابة و النهایات( f الدالة   ادرس تغيرات  - أ
)أنشء   - ب )C.   

  
 :الجزء الثاني

  
)(²2:  بما یلي IR الدوال العددیة المعرفة علىafلتكن xax

a eaxxf −−−=        ( )IRa ∈  
( )aCالمنحنى الممثل لـــــaf في المستوى ) P (. 
1.  

) لــــــ   محور تماثل x=a:بين أن المستقيم  - أ )aC.  
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)بين أن  - ب ) )()(:, 2 xfxfIRax aa −=∈∀  .          ثم أول هندسيا النتيجة −
2.  

)احسب   - أ ) )(lim)(lim xfوaxxf axax +∞→+∞→
 . ثم أول هندسيا النتيجة −+

1: بين أن     - ب
)()(

lim =
−
−

→ ax
afxf aa

ax
ax

 

  

],]دیة قطعا على  تزایaf واستنتج أن ′xfa)(احسب   - ت ∞+a ثم ضع جدول تغيرات af على IR.  
3.  

)ادرس الوضع النسبي لــــ   - أ ) ( )ab CوC  على المجال[;[ +∞b حيث ba   0. 

بين أن   - ب















++

2
1;

2
1 afaI aa نقطة انعطاف لـــــ ( )aC.   

)أثبت أن  - ت )C هي مجموعة النقط aI عندما یتغيرaفي  IR.   
4.  

)(0بين أن المعادلة   - أ =xfaتقبل حلا وحيدا ax في المجال [,[ ∞+a.  
axaأثبت أن  الدالة   - ب   .IR+ تزایدیة على  

) ءأنش .5 )aC من أجل ax في الحالات الآتية  : a= -2 ; a=2 ; a=1 ;  a=0 .    
  
  

  :37تمرين
  :  بما یليIR الدالة العددیة المعرفة علىfلتكن 

            
5
32 (2 ) ; 2( )

( 1) ln( 1) ; 2
x xf x

x x x x

 + −= 
 − − − ≥

   

( )Cالمنحنى الممثل للدالة f في معلم متعامد ممنظم ( , , )O i j
 

  
1.   

: بين أن  - أ
2

ln( 1)lim 1
2x

x
x→

−
=

−
   

0 قابلة للاشتقاق في fبين أن   - ب 2x (2) وأن = 0f ′ =  

limاحسب   - ث ( )
x

f x
→+∞

) و )lim
x

f x
x→+∞

 . ثم أول هندسيا النتائج 

  
2.  

xf)(أحسب   - أ }من xلكل ′ }2−IR ثم ضع جدول تغييرات  f  
)xlnx ;  0-1 (ند آر  أن C)(هي نقطة انعطاف المنحنى I)2;2(  بين أن:  - ب ≤∀  x  
)(0بين أن المعادلة   - ت =xf تقبل حلاα من المجال[ ]5;4  
   C)(أنشئ المنحنى  - ث

3.  
1)(ثم أحسب IR نحو IR تقابل من fبين أن   - أ xf [من xلكل − ]2;∞− 

حدد  - ب
2

2)(lim
1

2 −
−−

→ + x
xf

x
 

)(لتكن .4 nu 1     ))((المتتالية العددیة المعرفة بما یلي 10 nn ufofuوu == + 
21بين أن   - أ  nu≤   INn ∈∀ 
)(بين أن المتتالية  - ب nu تزایدیة وأنها متقاربة. 
  .nulimأحسب  - ت
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  :38تمرين

  
 :الجزء الأول

 

)x;  1eg(x)          1)0  0 :بما یلي IR+الدالة العددیة المعرفة على g  لتكن        
x

 
x

gو −
== 

    )(C  المنحنى الممثل للدالةg  في المعلم المتعامد الممنظم);;( jio    
1.  

 IR+متصلة على gبين أن الدالة  - أ

 :احسب النهایتين   - ب
x
xg

x

)(lim
+∞→

lim)( و xg
x +∞→

  ثم أول هندسيا النتيجتين

2.  

   :      بين أن  - أ






 +
=′∈∀ + ²

e1-x(x)g 
-x

*

x
eIRx x 

)   1e( ند آر أن IR+ على تزایدیة   قطعا gبين أن  - ب x +≥∈∀ xIRx. 

  نقبل أن  gضع جدول تغيرات  - ت





 =′

2
1)0(dg 

 C)(أنشئ المنحنى  - ث
 :الجزء الثاني

  
)()(x;  ln 0 نضع   xnxgxfn += ∗∈∀ INn   

)( ليكن      nC  منحنى الدالةnfفي المعلم );;( jio.  
1.  

[تزایدیة قطعا على nfبين أن الدوال   - أ [+∞;0 
lim)(  نالنهایتيأحسب   - ب xfnx +∞→

lim)(و 
0

xfn
x +→

  

2.  
)(نهائيين للمنحىأدرس الفرعين اللا  - أ nC. 
) بين أن جميع المنحنيات  - ب )nCتمر من نقطة ثابتة محددا إحداثياتها .  
)رس الوضع النسبي لــاد  - ت )nC و  ( )1+nCثم لــ  ( )nCو ( )C.  

3.   
)(0:  ، المعادلة IN* من nبين أن لكل   - أ =xfn تقبل حلا وحيدا nxو أن nx [1,0]  ینتمي إلى المجال 

.  

):أثبت أن   - ب ) 1
)1(

*   n
n

g

xeINn
−

nn   ثم احسب ∀∋
x

+∞→
lim   

)بين أن المتتالية   - ت ) 1≥nnx تزایدیة  .  
)أنشء  .4 )1C  و ( )2C.  

  :39تمرين 
 :ولالجزء الأ

 : بما یليIR الدالة العددیة المعرفة علىfلتكن 






≤−+
=

+−+

0x;    )1ln(21
0x;     )(

)133(4

x
exf

xx    

)(C  المنحنى الممثل للدالة f  في المعلم المتعامد الممنظم);;( jio.   
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lim)(اتأحسب النهای .1 xf
x +∞→

 و 
x
xf

x

)(lim
+∞→

 .ثم أول هندسيا النتائج     

2.  
xf)(أحسب  - أ  إشارتها ثم أدرس IR∗من x لكل′
00 قابلة للاشتقاق في fبين أن  - ب =x 
 IR على fضع جدول تغيرات  - ت

 .C)( نقطة انعطاف للمنحنى I(0;1)بين أن  .3

على المجال f قصورgليكن  .4



 +∞;
4
5 

تقابل من gبين أن  - أ



 +∞;
4
نحو 5



 +∞;1
e

. 

²(:  بين أن  - ب
2

ln13(1)(g    ;1 1- xx
e

x ++
+−=



 +∞∈∀  

5.  
)3(    ;    )3(أحسب  - أ ff ′ 
);;(في المعلم g−1منحنى التقابل العكسي Γ)(و C)(أنشئ   - ب jio

  
 

 :الجزء الثاني
  

IN)()² من nلكل  نضع
2
13

(1 1
1

nun
n eg

u
u −

+ =
++

240   و=−+ =u   

1.  
24u8    nبين أن   - أ ≤∈∀  INn  
)(بين أن المتتالية  - ب nu تناقصية وأنها متقاربة 

2.  
]بين أن  - أ ]( ) [ ]24;824;8exp1 ⊂− og 
 nulimأحسب  - ب

3.  
INnn من n نضع لكل  - أ uv ++−= 13 

)(بين أن المتتالية  - ب nv هندسية أساسها
2
1 

  n بدلالة nvأحسب  - ت

استنتج أن    - ث





 +






 +=∈∀ +12

11
2
118    nnnuINn 
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  عـنـاصــــر الإجــــابـــة
  

  
  :1تمرين

1- 1  
2- 2 
3- 0 
4- 1+2+3+4+……………..+p 
5- ∞− 
6- ∞− 
7- 0 
8- 0 
9- 0 

 +∞ وعلى اليمين 0على اليسار -10
11- 2 
12- 0 
13- ∞+ 
14- 0  
  :2تمرين

1-         
















=

3
5ln

3ln
5lnln

x  

10-       



 +∞= ;

2
1S  

  :3تمرين
      ( ){ }4,2=S  

  :4تمرين
3-        )!(log2

* nuINn n =∈    

  :5تمرين
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)(0    :    - أ -1 ≥′ xf  0  و)( ≤′ xg      على+IR.  

2-      
2
1)1ln(lim 20

−
=

−+
→ x

xx
x

   

   :6تمرين
  

      :  - أ-2
1

)()0(
−

=′≠ x

x

e
exfx  

)   :+∞جوار  ب      :-ب-   )xexxf −−=− 1ln)(  
  IR+متصلة و تزایدیة قطعا على g       :  - أ-3
)     :  - ب-    )1ln)(1 +=∈∀ − xexgIRx  

       : - أ-4






=

−=

xxffx

exffx x

)(0

2ln)(0

  

  
  

     

  
  

  :7تمرين
  

3-        03)( 2  x
x

xxf −
=′  

6-        06)( 3  x
x

xxf −
=′′  
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  :8تمرين
  
3-       1

1
2)( 2  x

x
xf

−
=′ 

  
  :9تمرين

  
=∞+         - أ-2

→
)(lim

2
²

xf
ex
ex

 

  

00  متصلة على یمين f     - ب- =x00 و غير قابلة للاشتقاق على یمين =xو (C) یقبل نصف  مماس 
00عمودي   في النقطة ذات الأفصول  =x.  



fr.ift.arabmaths://http  33

[من  x لكل     -3 [²;0 e:0)(xf ′  
  

  

  
  :10تمرين

  
=∞−      ــ  1                 

+−→
)(lim

1
xf

x
 , −∞=

+∞→
)(lim xf

x
  

1       ــ 2                
)1(

)(' 2 −
+

−=  x
x

xxf   

  :  التمثيل المبياني                    
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   :11تمرين
  

2-        
x

x
x

xfIRx 221)(;* +
=+=′∈∀  

4-        (C) قبل فرعا شلجميا اتجاهه المستقيم الذي معادلته   یy=x .    
5-  

  :التمثيل المبياني
  
  

  
  :12تمرين

  
  
  
  
1-      fدالة فردیة و ذلك لأن :  

)(
1
1ln

1
1

1ln

1
1ln

1
1ln)(

xf
x
xx

x
x

x

x
xx

x
xxxf

−=









+
−

−−=



















+
−

+−=









−
+

+−=









+−
−−

+−=−

    1 x  

6-        [ ]∫ −=−=







+
−

=∆
4

2

4
2 )4()2()(

1
1ln)( GGxGdx

x
xA  
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  :13تمرين
  
00 غيرقابلة للاشتقاق فيf     - ت-1 =x.  
  

2-     








+=′

+=′

0;ln1)(

0;1)( 2

1

 

 

xxxf

x
x
exf

x
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  :14تمرين
3-                          0;

1
)21()(

2

2

 x
e
eexf

x

xx

−

−
=′  

5-                   
( )

0
1

)164()(
32

24

 x
e

eeexf
x

xxx

−

+−
=′′           

  
  :15تمرين

3-        
( )

IRx
e

eexf
x

xx

∈
+

+−
=′

2

2

1
242)(  

5-       xy    −∞ بجوار (C)ئل لـــــ  مقارب ما=2
          92 −= xy ئل لــــــ  مقارب ما(C) بجوار  ∞+  

         - أ-7













−
2
9

0
I  

IRxxfxf           - ب-   ∈−=+− 9)()(  
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  :16تمرين

  
1-                    Df =IR*+ 
2-        0)(lim =

−∞→
xf

x
lim)(0  و  =

+∞→
xf

x
=∞+ و  

→
)(lim

0
0

xf
x

x
 

=∞+  و 
→

)(lim
0
0

xf
x

x
 

    

3-       ( )
*

2 ;
1)1(

)1()(' IRx
ee

eexf xx

xx

∈
−+−

+
= ,    f'     1لها إشارة-ex  

 جدول التغيرات 
                             

∞                     +   0                             ∞-    x     
 f'(x)                +               ــــ

  
                      ∞+   

  
  
  
0                   

∞ +  

      
                                 0  

  
 

f(x)  
 
   

   
 :  المبياني                         التمثيل -4
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5-                   cm²
3
2

1
1)(

2ln2

2ln

2ln2

2ln
=





−
=∫ xe

dxxf  

  :17تمرين
  
    IR:  مجموعة التعریف        ـ أ ــ1
=∞+       ج ـ  -   

→
)(lim

0
0

xf
x

x
 

 ,  f  على اليسار 0 غير متصلة في   

')lnexp(||ln1)||(;0                          -ب  -3 2 ≠
+−−

= x
x

xx
x

xxf  

                                exأوexxf −==⇔= 0)('    

                                1,11)( −==⇔= xأx
e

xf )    تقاطعCf   مع المستقيم الذي معادلته y=1/e  (     

  

  
  :18تمرين
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lim)(0      ـ أ ـ 1         =
+∞→

xf
x

  0)(lim =
+∞→

xf
x

   +∞=
→

)(lim
0
0

xf
x

x
 

   

   )'fg 0  =(0     ــ              ب 
   

 ∞+ و  -  ∞فرع شلجمي في اتجاه محور الأراتيب عند      ـ أ ـ 2       

                                 xe
x

xxxxf
1

2

2 12)1()(' ++
−=   

  

  
  :19تمرين

  
  

=∞+      ـ ب ـ   1       
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)(lim xf
x
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1

xf
e

x
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1

xf
e
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Dx                     - أ-3        
x

xxxf ∈
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  :02تمرين

  
  :الجزء الأول

lim)(0        - ب-1
0

=
+→

xf
x

   

=∞+     - ج -
−
−

+→ 0
)0()(lim

0 x
fxf

x
 یقبل نصف مماس مواز لمحور الأراتيب نحو (C)إذن         

 النقطة الأعلى في







0
0

O.  

=∞−     - ب-2
−
−

−→ ex
efxf

ex

)()(lim إذن       (C) یقبل نصف مماس مواز لمحور الأراتيب نحو الأعلى 

exفي النقطة ذات الأفصول =0.  
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x
xxf

ln12
ln21)(

−
−

=′   ]0 ,e[ ∈∀x   

4-      
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  :يثانالجزء ال
  
)     - أ-1 ) exxyxM ≤⇔−⇔Γ∈ ln1),(  
إلى  تنتميان أیضا M(-x,y)  و  M(x,-y)فإن النقطتين  ) Γ( تنتمي إلى  M(x,y) إذا آانت النقطة        - ب-  

 )Γ (  و ذلك لأن:( ) ²2 xx )  و−= ) ²2 yy =−    
  .لمحور الأراتيب ك بالنسبة  متماثلة بالنسبة لمحور الأفاصيل و آذل ) Γ( إذن   

  - ب-2

  
  
  
  

  :12تمرين
  
[       - أ-1 [ ] [ ] [+∞∪∪∞−= ;11;00;D  

Dx  فإن D  من xلكل       -2    و لدینا   −∋
2
1)()1( =+− xfxf  

        -ب -3
2
xy −

  +∞  بجوار (C)ئل لمقارب ما =

4-       
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








∞+∈
−

++−
=′



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∈

−
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−
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;1;
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1;
2
1;

)1(
1

2
1)(

x
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xxxf

x
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2            - ب-7

16
27ln cm






=+−=






 −

−= ∫ ∫
3

2

3

2

)1ln(ln1ln dxxxdx
x

xA  

  :22تمرين
  

)()(IR  3 من x  لكل       -أ -1 =+− xfxf  

      4-       ∫ 





==

2ln

0

2

2
3ln)( cmdxxfA  

xxfxیمكن اعتبار الدالة        -5       ] على المجال  )(− ]4,3.  
     α=nulim                - ج-6      
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  : 32تمرين

  
  :الجزء الأول

  
)         :- أ-2 ) IRxexxf x ∈−=′ − ;1)( 2  
  
  :لجزء الثانيا

  
  .I تزایدیة قطعا على gg      :-ب -1
  .استعمل البرهان بالترجع      :- ب–أ  -2

  
   :42تمرين

1-       1)1ln(lim)(lim
0

=
+

=
→−∞→ t

txf
tx

  

*:)(0       - أ-2 ≤∈∀ + xhIRx  

∫         - أ-4
++

−+=
1

0

)1ln()1(12ln2)(
e

eedxxf  
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  :52تمرين

  
lim)(1   ــ ب ـ  1 −=

−∞→
xf

x
  , y=-1    معادلة المقارب الأفقي بجوار∞ -.    

IRx     ــ 2 
e

exf x

x

∈
+

= ;
)1(

9)(' 23

3

    

        A(-(ln2)/3 ,0)      ــ أ ــ3 
      Ω : y=(9/4)x+1/2ادلة المماس في النقطة مع  ب ـ  -    

(2       - ج ــ4  
32
27ln(

3
1 cmA −=    

xxf  تزایدیة قطعا بما أن  (un)    ــ ب ــ6      ]2ln2,α] على المجال )( 
                                 α=nulim حيث α   حل المعادلة f(x)=x     

   α ≅ 1.992   و  n = 4      ــ 7  

  
  

  :62تمرين
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=∞+     ــ أ ــ 1

+→
)(lim

0
xf

x
 ,  x=0       معادلة المقارب العمودي  بجوار.  

=∞−   ج ــ   -   
+∞→

)(lim xf
x

−=∞+  و  
+∞→

)2)((lim xxf
x

   

     y=2(1-2ln2)x-1+(ln2)2 : (T)    ــ أ ــ 3 

2   ب ــ   -    

ln2)(''
x

xxf   نقطة انعطاف     I(1,-1)   إذن  =−

  

 
  :27تمرين

  
1-     f00 متصلة و قابلة للاشتقاق على اليسار في =x . 0(0و لدینا( =′gf  
  .(C) مقارب مائل لـــــ y=x+1  و  مقارب عموديx=0      - ب-2

3-      





 −

=′∈∀
x

xexfIRx x 1)(:
1
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       - ج-4









−−=+−∈∀

x
exxfxfIRx x 11)1()(;

1
*   

)إشارة       ) ( 1)f x x−    x هي إشارة +
     (C)فوق المستقيم  y=x+1 على ] [0,+∞   
     (C) المستقيمتحت  y=x+1 على ] [0,∞− 
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)     - أ-5 )A λ هي مساحة الحيز المحصور بين(C) و محور الأفاصيل و المستقيمين λ=x1 و=x.  

3        - د-
3

1 11, : 1t
t

λ
λ

 ∀ ∈   
 إلى 1  وباستعمال التكامل من   

λ
:  نحصل على 1

1 3 ln 1

( ) 1e A e
λ λ
λ λλ

+

λλذلك لأن         و  −
λλ

λ
1

3
1ln3

ee =
+

   

  :82تمرين
  
   f(-4-x)=-f(x)    ــ ب ــ   1

=∞−    ج ــ  -  
+∞→

)(lim xf
x

=∞− و 
+∞→ x

xf
x

)(lim   

[0      ــ2
1)2(

)2(2)1)2[ln(()(' 2

2
2 <

++
+

+++−=
x

xxxf  

22       ــ أ ــ3

2

]1)2[(
)3)2)((2(2)(''

++
+++−

=
x

xxxf (2,0-)   إذن Ω نقطة انعطاف    

')()(0      ــ   4 >−−= xfxg   g تزایدیة قطعا على  IR    
                         g   متصلة و  g(4)-4<0 و  g(5)-5>0     

54 مع   α تقبل حل وحيد   g(x)=xإذن المعادلة                               α    
αα البرهان بالترجع مع      ــ أ ـ 5 =− )(1g    
xxg                    ب ــ     )(1−   [ [α,0∈∀x )   (إذن  )  مبيانيا( nu تزایدیة قطعا   

  α=nulim     α= -0,89ج ــ                        
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  :92تمرين

  
=∞+     -أ -1

+∞→
)(lim xf

x
  

)     -ج -   ) 0lnlim4ln2limlnlim
222

=







=




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


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+∞→+∞→+∞→ x
x

x
x

x
x

xxx
  

)إشارة      - ب-2 )f x′ إشارة  هي( ) xx lnln 2 fو لدینا .− ex  و x=1تنعدم في ′ =  
  
)(0     - ب-3 =ef  

  
  

00 غير قابلة للاشتقاق على یمين g−1            - ب-4 =xو ( )1−g
Cیقبل نصف مماس عمودي في النقطة  








e
0

.  

ex و x=0 غير قابلة للاشتقاق فيh     - أ-5 =.  
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[ تزایدیة على h     - ب-     )مرآب دالتين تزایدیتين ( 1,0]
     h تناقصية على ] [e,1 ) 1: مرآب دالتين−gتزایدیة و f تناقصية(   

          
  :03تمرين

 النقطة      -أ -1







3
0

I مرآز تماثل لـــــ (C).   

)0(2     -  ب-    −=′f  

)       - أ-2 )2
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2

1ln1
1

2)( x
xx

xxf +−
+

−
=′  

0 معادلة المماس في     - ب-3 0x     y=3-2x:   هي   =

     :      و لدینا          
0)23()(.

0)23()(;
*
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


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I نقطة انعطاف .  

  

  
  
  

3       - أ- 4 ( )( ) ( ) f xx g x e −∀ ∈ =   
  .IR على  تزایدیة قطعاg        - ب-   
    - ج-   
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  :13تمرين

  

       - أ-2
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xf
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')0(0         - أ-3 =df  
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  :23تمرين

  
lim)()0(1       :-أ -1
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fxf
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2  تناقصية قطعا على f             - أ-6      
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e

 +∞  
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  :33تمرين
  
  
1lim  -أ-2 ( 1) ln 1 1
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 − − = − 
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  :35تمرين
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






+

xx 0)(0     مع ′= Φ∀  
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5

0 ex   .هو أفصول نقطة الانعطاف=−

=∞−    : - ب-4
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x

)(lim  

)    : - ت-   ) ( )xxxx eexeexg 22)( −++−=′ 0:)(0:         و لدینا  −− ≤′≥∀ xgx  
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  :36تمرين

  
  :الجزء الأول

      - أ-2
2
20)( =⇔=′ xxf  
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  :الجزء الثاني
  
  (Ox)متماثلان بالنسبة لـــــ  C-a  وCa       - ب-1
lim)(0      - أ-2 =+−

+∞→
axxfax

axy ،  إذن المستقيم  ) مقارب لـــــ=− )aC بجوار ∞+.  

)(21)(0      - ت-   ²2   xax
a eaxxfax −−+=′∀  

)()()(²2²2     - أ-3 xaxxbx
ba eeabxfxfbx −− −+−=−≥∀  

cxyy فإن0xإذا آان abبما أن: تزایدیة قطعا ، ومنه + ²2²2  فإن≤ xaxxbx −≥−                             
)(0إذن ²2²2 ≥−+− −− xaxxbx eeabو بالتالي  ( )aCفوق ( )bC.  
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14)( xaxeaxaxxf −


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)(0و =aa xfزم   یستلba xx ≤)  afتزایدیة على [,[ ∞+a ( یستلزمaxx   . تزایدیة  
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  :37تمرين

  .I  بالنسبة للماس في النقطة (C)ادرس وضع      : - ب-2
  
   .IRلى  تزایدیة قطعا عffبالترجع و     :- ب- أ-4

2lim      :  - ت-    =nu  

  
  
  
  
  
  
  
  

  :38تمرين
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  :39تمرين 
  

  :الجزء الأول
:4)133(الدالتان       :- ب-2 xxexu :1ln(21(  و+−+ xv    قابلتان للاشتقاق في الصفر +−
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  :الجزء الثاني
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