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   بنزطاط-الحيان  : الأستاذين 

 
 )دراسة الدوال العددية( تذآير 

 
 الثانية بكالوريا علوم تجريبية

I –   مجموعة تعريف دالة عددية:       : riqueéune Fonction Num’finition déDomaine de D 
 . حدوديتان Q وP دالة عددية ولتكنf      لتكن

}:    هي fمجموعة تعريف الدالة العددية       }/ ( )fD x f x= ∈ ∈\   أي مجموعة الأعداد الحقيقية التي ؛ \

  .fلها صورة بالدالة      

    { }( )( ) / ( ) 0
( ) f

P xf x D x Q x
Q x

= ⇒ = ∈ ≠\

    { }( ) ( ) / ( ) 0ff x P x D x P x= ⇒ = ∈ ≥\

   { }( )( ) / ( ) 0
( ) f

P xf x D x Q x
Q x

= ⇒ = ∈ >\

      }( ) 0Q x )}  و ≠ )( ) / ( ) ( ) 0
( ) f

P xf x D x P x Q x
Q x

= ⇒ = ∈ × ≥\ 

)( ) ( ) 0P x Q x× ) يعني أن ≤ )P x و ( )Q x لهما نفس الإشارة ( 

              }( ) 0Q x )}  و < )
( ) / ( ) 0

( ) f
P x

f x D x P x
Q x

= ⇒ = ∈ ≥\

                       }( ) ( )P x Q x≠ و  ( ) 0Q x )1}  و  ≤ ) / ( ) 0
( ) ( ) ff x D x P x

P x Q x
= ⇒ = ∈ ≥

−
\

     ( ) ( )1 2

1

2

( ) ;
( )

( ) ; f f f

f x x I
f x D D I D J

f x x J
∈⎧

= ⇒ =⎨ ∈⎩
∩ ∪ ∩

II - النهايات :                                                                                           : Limites 
 : نتائج – 1    

                      I   :   0مجال مفتوح منقط مرآزهx.     
)نهاية دالة حدودية عند اللا نهاية    . هي نهاية حدها الأعلى درجة ∞±(

)نهاية دالة جذرية عند اللا نهاية    .ها الأعلى درجة ي هي نهاية خارج حد∞±(

0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x l f x l
→ →

= ⇒ =      

0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
→ →

= +∞ ⇒ = +∞  

0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
→ →

= −∞ ⇒ = +∞  

0

0

lim ( )
lim ( )

: ( ) 0
x x

x x

f x l
f x l

x I f x
→

→

=⎧⎪ ⇒ =⎨
∀ ∈ ≥⎪⎩

 

20 0 0
sin( ) tan( ) 1 cos( ) 1lim 1 lim 1 lim

2x x x
x x x

x x x→ → →

−= = =  

*n ∈`  
 

lim  فردي  n
x

n x
→−∞

⇒ = −∞ lim زوجي  n
x

n x
→−∞

⇒ = +∞  

 
lim n

x
x

→+∞
= +∞  

 
)sinالدوال   )x x6 و  cos( )x x6  و  tan( )x x6نهاية   اللا لا تقبل نهاية عند( )±∞.  
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 Limites et Ordres :                                                          : النهايات والترتيب  - 2    
                                                I0 مجال مفتوح منقط مرآزهx  ؛ l ∈\ :  

   f و  uدالتان معرفتان على المجال I.   لدينا  : 
                                                  

0 0

lim ( ) 0 lim ( )
x x x x

u x f x l
→ →

= ⇒ :و  = ( ) ( )x I f x l u x∀ ∈ − ≤.  

                                                                   
0 0

lim ( ) 0 lim ( )
x x x x

f x l f x l
→ →

− = ⇒ =.    

 :  لدينا   .I دالة عددية معرفة على المجالfلتكن 
0

: ( ) 0
0lim ( )

x x

x I f x
lf x l

→

∀ ∈ ≥⎧⎪ ⇒ ≥⎨ =⎪⎩
   

             و                                                            
0

: ( ) 0
0lim ( )

x x

x I f x
lf x l

→

∀ ∈ ≤⎧⎪ ⇒ ≤⎨ =⎪⎩
 

 : لدينا . I ثلاث دوال عددية معرفة على المجالh و g  وfلتكن 

0
0 0

: ( ) ( ) ( )
lim ( )lim ( ) lim ( ) x x

x x x x

x I g x f x h x
f x lg x h x l →

→ →

∀ ∈ ≤ ≤⎧⎪ ⇒ =⎨ = =⎪⎩
 

 :لدينا . I دالتين عدديتين معرفتين على المجالg  وfلتكن 

0
0

: ( ) ( )
lim ( )lim ( ) x x

x x

x I f x g x
g xf x →

→

∀ ∈ ≤⎧⎪ ⇒ = +∞⎨ = +∞⎪⎩
 

0
0

: ( ) ( )
lim ( )lim ( ) x x

x x

x I f x g x
f xg x →

→

∀ ∈ ≤⎧⎪ ⇒ = −∞⎨ = −∞⎪⎩
 

 :ت العمليات على النهايا – 3    
 :نهاية مجموع دالتين عدديتين  –أ       

[ ]0

0 0

0

lim ( )
lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )

lim ( )
x x

x x x x x
x x

f x
f x g x f x g x

g x
→

→∞ → →
→

∈⎧⎪ ⇒ + = + ∈⎨ ∈⎪⎩

\
\

\
 

l l   و   \∋ ′∈\         
[ ]

0

lim ( ) ( )
x x

f x g x
→

+
0

lim ( )
x x

g x
→0

lim ( )
x x

f x
→

l l ′+ l ′ l 
+∞ +∞ l 
−∞ −∞ l 
+∞ +∞ +∞ 
−∞ −∞ −∞ 

 شكل غير محدد 
( ).F I 

−∞ +∞ 

 :نهاية جداء دالتين عدديتين  –ب       

              [ ]0

0 0 0

0

lim ( )
lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )

lim ( )
x x

x x x x x x
x x

f x
f x g x f x g x

g x
→

→ → →
→

∈⎧⎪ ⇒ × = × ∈⎨ ∈⎪⎩

\
\

\
 

[ ]
0

lim ( ) ( )
x x

f x g x
→

× 
0

lim ( )
x x

g x
→

 
0

lim ( )
x x

f x
→

 

l l ′× l ′ l 
+∞ +∞ 0l > 
−∞ −∞ 0l > 
−∞ +∞ 0l < 
+∞ −∞ 0l < 

)شكل غير محدد  ). .F I +∞ 0 
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)شكل غير محدد  ). .F I −∞ 0 

+∞ +∞ +∞ 
+∞ −∞ −∞ 
−∞ +∞ −∞ 

 :نهاية مقلوب دالة عددية  -ـج       

  
0 0

0

* 1 1lim ( ) lim
( ) lim ( )x x x x

x x

f x
f x f x→ →

→

⎡ ⎤
∈ ⇒ = ∈⎢ ⎥

⎣ ⎦
\ \        

0

1lim
( )x x f x→

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0

lim ( )
x x

f x
→

1
l

 
*l ∈\ 

0 +∞ 
0 −∞ 
+∞ 0+ 
−∞ 0− 

 :نهاية خارج دالتين عدديتين  – د      

                                0 0

0

00

*

lim ( ) lim ( )( )lim
( ) lim ( )lim ( )

x x x x

x x
x xx x

f x f xf x
g x g xg x

→ →

→
→→

∈⎧ ⎡ ⎤⎪ ⇒ = ∈⎨ ⎢ ⎥∈ ⎣ ⎦⎪⎩

\
\

\
 

0

( )lim
( )x x

f x
g x→

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 0

lim ( )
x x

g x
→0

lim ( )
x x

f x
→

l
l ′

 
0l ′ ≠ l 

+∞ 0+ 0l > 
−∞ 0− 0l > 
−∞ 0+ 0l < 
+∞ 0− 0l < 
+∞ 0l > +∞ 
−∞ 0l < +∞ 
−∞ 0l > −∞ 
+∞ 0l < −∞ 
+∞ 0+ +∞ 
−∞ 0− +∞ 
−∞ 0+ −∞ 
+∞ 0− −∞ 

شكل غير محدد 
( ). .F I 

±∞ ±∞ 

شكل غير محدد 
( ). .F I 

0 0 

III –  الإتصال:                                                                                     : éContinuit 
 

 en un  pointé Continuit :                                                    :الإتصال في نقطة  – 1    
    :  إذاآان 0x في النقطةمتصلة  fنقول إن . 0x دالة معرفة على مجال مفتوح مرآزه fلتكن 

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x

→
=.  
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] دالة معرفة على مجال fلتكن  [0 0,x x α+ 0 حيثα > .  

      :  إذاآان 0xطة في النقمتصلة على اليمين  fنقول إن            
0

0

0lim ( ) ( )
x x
x x

f x f x
→
>

= 

[ دالة معرفة على مجال fلتكن  ]0 0,x xα− 0 حيثα > .  

     :  إذاآان 0xالنقطة في متصلة على اليسار  fنقول إن            
0

0

0lim ( ) ( )
x x
x x

f x f x
→
<

= 

  f 0 النقطة في   متصلةx  ⇔     f  0متصلة على اليمين وعلى اليسار في النقطةx  

                                                 ⇔                 
0 0

0 0

0lim ( ) lim ( ) ( )
x x x x
x x x x

f x f x f x
→ →
> <

= =  

)ليكن          :الإتصال على مجال – 2     ) 2,a b ∈R حيث  ( )a b<   : sur un intervalleé tContinui 

[  متصلة على مجال مفتوح fتكون دالة عددية  [,a b؛ إذا آانت متصلة في آل نقطة من المجال ] [,a b.

]  متصلة على مجالfتكون دالة عددية  [,a b؛ إذا آانت متصلة في آل نقطة من المجال] [,a bوآانت  

 . aمتصلة على اليمين في النقطة
[  متصلة على مجالfتكون دالة عددية  ],a bلمجال ؛ إذا آانت متصلة في آل نقطة من ا] [,a b وآانت   

 .bمتصلة على اليسار في النقطة
]  متصلة على مجالfتكون دالة عددية  ],a b؛ إذا آانت متصلة في آل نقطة من المجال ] [,a bوآانت    

 .b وآانت متصلة على اليسار في النقطةaمتصلة على اليمين في النقطة
   .\آل دالة حدودية تكون متصلة على  
 .آل دالة جذرية تكون متصلة في آل نقطة من حيز تعريفها  
)cosالدالتان   )x x6 و sin( )x x6متصلتان على \.   

)tanالدالة   )x x6 متصلة في آل نقطة من حيز تعرفها tan /
2

D k kπ π⎧ ⎫= − + ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

\ ].  

:الدالة  x x6 متصلة على المجال [ [0,+ = +∞\.  

,  وآان I دالة متصلة على مجالfإذا آانت  ( ) 0x I f x∀ ∈ ) ؛ فإن الدالة≤ )x f x6 تكون متصلة 
  .Iلى المجالع

)؛ فإن الدالةIمتصلة على مجال دالة fإذا آانت  )x f x6تكون متصلة على المجال I. 

 rations sur les fonctions continueséOp :               :العمليات على الدوال المتصلة  – 3    
 

 : ؛ فإن 0x دالتين متصلتين في نقطةg وfإذا آانت 

                . f g+ و f g× و .fλ  ( )λ   .0x تكون دوالا متصلة في النقطة\∋

)0 وإذا آان .                        ) 0g x  ؛ فإن ≠
1
g

  و  
f
g

  .0x  متصلتان في النقطة

 تكون متصلة في fفإن   ؛0xوآانت متصلة في , 0xفتوح مرآزه  موجبة على مجال مfإذا آانت 
  .0xالنقطة

: ؛ فإن 0x متصلة في نقطةfإذا آانت  ( )f x f x60 تكون متصلة في النقطةx.  

 e de deux fonctionséde la composé Continuit :                         :اتصال مرآب دالتين  -4    
):  بحيث J دالة معرفة على مجالgتكن ولI  دالة معرفة على مجالf      لتكن )f I J⊂ . 0x I∈.  

)0 متصلة في النقطةg وآانت0x متصلة في النقطةfإذا آانت  )f x ؛ فإن g fD تكون متصلة في 
  .0xالنقطة

)ومنه على ( Jجال متصلة على المg  و آانتI متصلة على المجالfإذا آانت  )f I ( ؛ فإنg fD 

 . Iتكون متصلة على المجال
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 :مرآبة دالة متصلة ودالة تقبل نهاية  نهاية – 5    
 :  بحيث J دالة معرفة على مجالg ولتكن0x مرآزه Iعلى مجال مفتوح منقط  دالة معرفة fلتكن      

      ( )f I J⊂ .  

g ؛ فإن الدالةlمتصلة في النقطة g وآانت0x فيlهاية تقبل النf      إذا آانت fDالنهاية ( )g lفي  

)                                   :0x  النقطة      )
0

lim ( )
x x

g f x g l
→

=D حيث  
0

lim ( )
x x

f x l
→

= 

 
 :التمديد بالإتصال  – 6    

 
 gالدالة العددية.  حيز تعريفها fD ؛ و 0x في النقطةl وتقبل النهاية، 0x دالة غير معرفة في نقطةfلتكن      

: المعرفة بما يلي       
0

( ) ( ) ;
( )

fg x f x x D
f x l

= ∈⎧
⎨ =⎩

  :  ؛ وتسمى 0xهي دالة متصلة في النقطة   

       .0x في النقطةf للدالةد بالإتصالالتمدي      
 

IV -  التماثلات:                                                                                 : trieséLes sym
 
 trieséAxes de sym :                                                                     :محور تماثل  -1    

)يكون المستقيم  x المعادلةو ذ∆( a= لمنحنىل محور تماثل( )fC إذا تحقق الشرطان التاليان : 

                             : 2f fx D a x D∀ ∈ − )          و         ∋ ): 2 ( )fx D f a x f x∀ ∈ − = 

)يكون المستقيم  0x المعادلةو ذ∆( )محور تماثل للمنحنى) محور الأراتيب  ( = )fC إذا تحقق 

f:    :الشرطان التاليان  fx D x D∀ ∈ − )           و            ∋ ) ( ):fx D f x f x∀ ∈ − = 

  .زوجية دالة f:         وهذا يكافئ     
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 trieséSym Centres de :                                                                 :مرآز تماثل  -2  

النقطةتكون  
a
b
⎛ ⎞

Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠

) لمنحنىمرآز تماثل  )fC إذا تحقق الشرطان التاليان : 

         : 2f fx D a x D∀ ∈ − )          و         ∋ ): 2 ( ) 2fx D b f x f a x∀ ∈ − = − 

تكون النقطة 
a

O
b
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

) مرآز تماثل لمنحنى )fC إذا تحقق الشرطان التاليان : 

           :f fx D x D∀ ∈ − )                    و         ∋ ): ( )fx D f x f x∀ ∈ − = − 

  .فردية دالة f:     وهذا يكافئ          

 
 

 النقطةبين أن :   مثال       
1 ,0
2

⎛ ⎞Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 مرآز تماثل لمنحنى الدالة         

1 2
2

xx
x x

−
− −

6.   

)                  بين أن المستقيم  ) : 3x∆ 22 محور تماثل لمنحنى الدالة     = 12 19x x x− +6.   
 
V-  الفروع اللانهائية:                                                              : Les Branches Infinies 

 a∈\                               : Asymptotes Verticales ليكن                : ات العموديةالمقارب – 1    
 

            
 
 
 
 
 

lim ( )
x a
x a

f x
→
>

= +∞ 

 
 
 
 
 

x a= مقارب عمودي ل( )fC  

  على اليمينaبجوار 
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lim ( )
x a
x a

f x
→
>

= −∞ 

 
 

 
 
 
 
 
 

x a=مقارب عمودي ل ( )fC  

  على اليمينaبجوار 

 
 

 
 
 
 
 

lim ( )
x a
x a

f x
→
<

= +∞ 

 
 
 
 

x a= مقارب عمودي ل( )fC  

  اليسار   علىaبجوار 

 
 
 
 
 
 

lim ( )
x a
x a

f x
→
<

= −∞ 

 

 
 
 
 
 

x a= مقارب عمودي ل( )fC  

  اليسار   علىaبجوار 
 

 

 
 
 
 

lim ( )
x a

f x
→

= +∞ 

 
 
 
 

x a= مقارب عمودي ل( )fC  

  aبجوار 
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lim ( )
x a

f x
→

= −∞ 

 
 

 
 
 
 
 

x a= مقارب عمودي ل( )fC  

 aبجوار 
 
 
 

 
 

b :ليكن                        : يةفق الأاتالمقارب – 2     ∈\                   : Asymptotes Horizontales 
     

 
 
 
 

lim ( )
x

f x b
→+∞

= 

 
 
 

y b= مقارب أفقي ل 

( )fC   بجوار  +∞ 

 

  

 
 
 
 
 

lim ( )
x

f x b
→−∞

= 

 
 
 

y b= مقارب أفقي ل 

( )fC   بجوار  −∞ 

 

 

 

 

 
   
b        و\∋a* :ليكن                 :ة المائلاتالمقارب – 3   ∈\                : Asymptotes Obliques 
 

 
 
 
 
 

( ) ( )lim 0
x

f x ax b
→−∞

⎡ ⎤
⎣ ⎦− + =

 
 
 
 
 

  
 
 
 

y ax b= +  

  ل  مائل مقارب

( )fC  بجوار  −∞ 
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( ) ( )lim 0
x

f x ax b
→+∞

⎡ ⎤
⎣ ⎦− + =

 

 
 
 
 

y ax b= + 

  ل  مائل مقارب

( )fC   بجوار  +∞ 

 

 

 

 

 

 
 

lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞   

 و

   *( )lim
x

f x a
x→+∞

= ∈\

و 
lim ( )

x
f x ax b

→+∞
⎡ ⎤⎣ ⎦− = ∈\

 

 
 
 
 

y ax b= + 

  ل  مائل مقارب

( )fC  بجوار   +∞ 

 

 

 

 

 
 

lim ( )
x

f x
→+∞

= −∞    

 و 
*( )lim

x
f x a

x→+∞
= ∈\ 

و 
lim ( )

x
f x ax b

→+∞
⎡ ⎤⎣ ⎦− = ∈\

 

 
 
 

y ax b= + 

  ل   مائل  مقارب

( )fC   بجوار   +∞ 

 

 

 

 
 

lim ( )
x

f x
→−∞

= +∞    

 و
*( )lim

x
f x a

x→−∞
= ∈\ 

و 
lim ( )

x
f x ax b

→−∞
⎡ ⎤⎣ ⎦− = ∈\

 

 
 

y ax b= + 

  ل   مائل  مقارب

( )fC  بجوار   −∞ 

 

 

 

 
lim ( )

x
f x

→−∞
= −∞    

   و
*( )lim

x
f x a

x→−∞
= ∈\ 

و 
lim ( )

x
f x ax b

→−∞
⎡ ⎤⎣ ⎦− = ∈\

 

 
 

y ax b= + 

  ل مائل  مقارب 

( )fC  بجوار  −∞ 
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)لدراسة الوضع النسبي لمستقيم ) : y ax b∆ = ) و منحنى+ )fC ؛ ندرس إشارة الفرق  :( ) ( )f x ax b− +.   

 
 Directions asymptotiques :                                                 :الإتجاهات المقاربة  – 4   

 -أ             
 
 

lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞ 

 و 
( )lim 0

x
f x

x→+∞
= 

 
 
 

( )fC يقبل فرعا شلجميا 

 محور الأفاصيل في اتجاه
  ∞+بجوار 

 

 
 
 
 
 

lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞ 

 و

 
( )lim

x
f x

x→+∞
=∞ 

 
 
 
 

( )fC يقبل فرعا شلجميا  

  راتيبمحور الأ  في اتجاه
 ∞+بجوار

 

 
 
 
 

lim ( )
x

f x
→+∞

= −∞ 

 و 
( )lim 0

x
f x

x→+∞
= 

 
 
 
 

( )fC  يقبل فرعا شلجميا 

 في اتجاهمحور الأفاصيل
 ∞+ بجوار

 
 

 
 
 
 
 

lim ( )
x

f x
→+∞

= −∞ 

 و

 
( )lim

x
f x

x→+∞
=∞ 

 
 
 
 

( )fCيقبل فرعا شلجميا  

 محور الأراتيب   في اتجاه
 ∞+بجوار
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lim ( )
x

f x
→−∞

= +∞ 

 و

 
( )lim 0

x
f x

x→−∞
= 

 
 
 

( )fCيقبل فرعا شلجميا  
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  –ب             
 
 
 

lim ( )
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VI-ال الدورية و الد:                                                          : riodiqueséLes Fonctions P 
 

0T دورها دورية دالة f تكون  .   حيز تعريفهاfD دالة عددية وfلتكن   : ؛ إذا تحقق ما يلي <
•                                  fx T D− f:    و   ∋ fx D x T D∀ ∈ + ∈ 

•                  ( ) ( )f x T f x− )و      = ): ( )fx D f x T f x∀ ∈ + = 
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sin منحنى الدالة   : sin( )x x6 4 على المجال ,4π π⎡ ⎤⎣ ⎦−.   sin 2 دالة دورية دورهاπ.   

 :نحصل على ما يلي     ، 10Maple باستعمال البرنام             
plot(sin(x),x=-4*Pi..4*Pi,title=`Fonction sinus`); 

 
 

 
cosمنحنى الدالة   : cos( )x x6 على المجال [ ]4 , 4π π− .   cos 2 دالة دورية دورهاπ.   

 :    نحصل على ما يلي ، 10Maple باستعمال البرنام     
plot(cos(x),x=-4*Pi..4*Pi,title=`Fonction cosinus`); 
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tanمنحنى الدالة   : tan( )x x6 على المجال 
7 7,
2 2
π π⎤ ⎡

⎥ ⎢
⎦ ⎣
− .   tan دالة دورية دورها π.   

 : نحصل على ما يلي ، 2de èArchim باستعمال البرنام     
     

 
)sinمنحنى الدالة   )x x x+6 2 باستعمال البرنامde èArchim:  
     

 
)النقط ),kM k kπ π حيث k )sin هي نقط انعطاف لمنحنى الدالة [∋ )x x x+6 .    

 


