
 

 
   

 الأعداد العقدية
 
 
 
 
ELJOHRA 
09/06/2009 
 



ثانوية علال بن عبد الله التأھيلية نيابة بني ملال:الجحرة محمد 
الأعداد العقدية

2 

 

بد الله التأھيلية نيابة بني ملالثانوية علال بن ع:الجحرة محمد   
meljohra@gmail.com 

2 

 

 6 .............................................................................................................................. العقدية الأعداد
 6 ................................................................................................................................... 1 رقم الحصة

I. المجموعة تقديم C ................................................................................................................ 6 
 6 .............................................................................................................................. تقديم .1
 6 .......................................................................................................... مصطلحات و تعاريف .2
 6 ........................................................................................................ عقديين عددين تساوي .3
 6 ............................................................... متجھة لحق – نقطة لحق:  عقدي لعدد الھندسي التمثيل .4

a. 6 ....................................................................................... 144 ص 4 نشاط 
b. 6 ...................................................................................................................... تعريف 
c. 7 .............................................................................................................. خاصية 

 8 ................................................................................................................................... 2 رقم الحصة
II. 8 ............................................ الھندسية تأويلاتھا و الجبرية العمليات 

 8 ............................................................................................................ قطعة منتصف لحق .1
 8 ..................................................................... عقدي عدد في حقيقي عدد لضرب الھندسي التأويل .2
 8 ......................................................................................................... خاصة حالة .3
 8 ............................................................................................................. نقط ثلاث استقامية .4
 9 ................................................................................................................................... 3 رقم الحصة

 9 ................................................................................. عقديين عددين لمجموع الھندسي التأويل .5
 9 ........................................................................................................................ نقط تداور .6

a. 9 .................................................................................................................... تذكير 
b. 9 .............................................................................................................. خاصية 
c. 10 ........................................................................................................... 1تطبيقي مثال 

 11 ................................................................................................................................. 4 رقم الحصة

 11 ................................................................................................................. زاوية منصف .7

a. 11 ........................................................................................................... تطبيقي نمرين 

b. 11 ................................................................................................................... الحل 

 i ................................................................................................................. 11  العدد أسات .8

 12 ................................................................................................................................. 5 رقم الحصة

III. 12 ............................................................................................................ عقدي عدد مرافق 

 12 .................................................................................................................... تعريف .1

 12 ........................................................................................................ الھندسي التأويل .2

 12 ...................................................................................................................... امثلة .3

 12 ...................................................................................................................... نتائج .4

 12 ................................................................................................................ خاصية .5

 12 ................................................................................... العمليات و المرافق .6

 14 ................................................................................................................................. 6 رقم الحصة



ثانوية علال بن عبد الله التأھيلية نيابة بني ملال:الجحرة محمد 
الأعداد العقدية

3 

 

بد الله التأھيلية نيابة بني ملالثانوية علال بن ع:الجحرة محمد   
meljohra@gmail.com 

3 

 

 14 .................................................................................................................... تمارين .7

 15 ................................................................................................................................. 7 رقم الحصة

IV. 15 ............................................................................................................. عقدي عدد معيار 

 15 ................................................................................................. 145 ص نشاط .1

 16 ................................................................................................................................. 8 رقم الحصة

 16 .................................................................................................................... تعريف .2

 16 .............................................................................................................. الھندسي التأويل .3

 16 ........................................................................................................................... نتيجة .4

 16 ........................................................................................................................ خاصيات .5

 17 ................................................................................................................................. 9 رقم الحصة

 17 .................................................................................................................... تمارين .6

 17 .................................................................................................................. 1 تمرين .1

 17 .......................................................................................................... 2 تمرين .2

 17 .................................................................................................................. 3 تمرين .3

 18 ............................................................................................................................... 10 رقم الحصة

V. 18 ................................................................................................... منعدم غير عقدي عدد عمدة 

 18 .......................................................................................................................... تعريف .1

 18 ......................................................................................................................... ملاحظة .2

 18 .................................................................................................................. مباشرة نتائج .3

 19 ......................................................................................................................... خاصية .4

 19 ............................................................................... 113 ص تطبيقي مثال .5

 20 ............................................................................................................................... 11 رقم الحصة

VI. 20 ........................................................................ عقدي لعدد المثلثي الشكل 

 20 .................................................................................................................. نشاط .1

 20 ................................................................................................................ تعريف .2

 20 ....................................................................................................................... مثال .3

 20 ..................................................................................................... 115 ص 2 تمرين .4

 21 ................................................................................................................ خاصية .5

 21 ..................................................................................... 115 ص 1 تمرين .6

 22 ............................................................................................................................... 12 رقم الحصة

 22 .......................................... المثلثي شكليھما على عددين تساوي .7

 22 ..................................................................................... 115 ص 3 تمرين .8

 23 ............................................................................................................................... 13 رقم الحصة

VII. 23 ............................................................... المثلثي الشكل باستعمال عقديين عددين خارج و جداء 

 23 ................................................................................................................. 1خاصية .1

 23 ................................................................................................................ 2 خاصية .2



ثانوية علال بن عبد الله التأھيلية نيابة بني ملال:الجحرة محمد 
الأعداد العقدية

4 

 

بد الله التأھيلية نيابة بني ملالثانوية علال بن ع:الجحرة محمد   
meljohra@gmail.com 

4 

 

 23 ................................................................................................................ 3 خاصية .3

 23 ................................................................................................................ 4 خاصية .4

 formule de MOIVRE ..................................................... 23    موافر صيغة:  5 خاصية .5

 23 ..................................................................................................................... تطبيق .6

 25 ............................................................................................................................... 14 رقم الحصة

VIII. 25 .................................................................................. لحقيھما خارج عمدة و متجھتين زاوية 

 25 ......................................................................................................................... خاصية .1

 25 ..................................................................................................................... 1 تطبيقات .2

a. 25 ..................................................................................................... نقط ثلاث استقامية 

b. 25 ....................................................................................................... مستقيمين توازي 

c. 25 ........................................................................................................ مستقيمين تعامد 

 25 ........................................................................................................................... تمرين .3

 26 ............................................................................................................................... 15 رقم الحصة

IX. 26 ................................................... التحاكي و للإزاحة العقدي التمثيل 

 26 ......................................................................................................................... الإزاحة .1

a. 26 .................................................................................................................. نشاط 

b. 26 ............................................................................................................ خاصية 

 26 ......................................................................................................................... التحاكي .2

a. 26 .................................................................................................................. نشاط 

b. 26 ............................................................................................................ خاصية 

X. 26 ..................................................................................................... أولير مستقيم 

 27 ............................................................................................................................... 16 رقم الحصة

XI. في واحد بمجھول الثانية الدرجة من المعادلات 
 C 27 المجموعة

 27 .........................................................................منعدم غير حقيقي عدد  a حيث z²=a المعادلة .1

a. 27 ............................................................................................................ خاصية 

b. 27 .................................................................................................................. أمثلة 

 27 ........................................... منعدم غير a و حقيقية أعداد c و bو a حيث az²+bz+c=0 المعادلة .2

a. 27 ...................................................................................................................... نشاط 

b. 27 ................................................................................................................... خاصية 

c. 27 ...................................................................................................................... نتائج 

 28 ............................................................................................................................... 17 رقم الحصة

 28 .......................................................................................................................... تمارين .3

 28 ........................................................................................................................ 1 تمرين

 28 ........................................................................................................................ 2 تمرين

 29 ............................................................................................................................... 18 رقم الحصة



ثانوية علال بن عبد الله التأھيلية نيابة بني ملال:الجحرة محمد 
الأعداد العقدية

5 

 

بد الله التأھيلية نيابة بني ملالثانوية علال بن ع:الجحرة محمد   
meljohra@gmail.com 

5 

 

XII. 29 .................................................................................................. عقدي لعدد الأسي الترميز 

 29 ........................................................................................................................... ترميز .1

 29 ............................................................................................................................ أمثلة .2

 29 ....................................................................................................................... ملاحظات .3

 29 ........................................................................................................................ خاصيات .4

 29 ................................................................. موافر صيغة باستعمال sin(nθ)و cos(nθ) حساب .5

a. 29 ................................................................................... 234 ص 1 تطبيق 

 29 .................................................................................................................... تعريف .6

 29 .......................................................................................................................... أمثلة .7

 30 ...................................................................................................... أولير صيغتا .8

 31 ............................................................................................................................... 19 رقم الحصة

XIII. 31 .............................................................................................................. تطبيقات 

 31 ............................................................................................. 235 ص مارينت .3

 32 ............................................................................................................................... 20 رقم الحصة

 32 .................................................. أولير صيغتي باستعمال sin(θ)و cos(θ) من الحدوديات إخطاط .4

a. 32 ................................................................................................................... مثال 

b. 32 ................................................................................................................... الحل 

 32 ..................................................................................................................... تمرين .5

 33 ............................................................................................................................... 21 رقم الحصة

XIV. II .33 ................................................................................................. لدوران العقدي التمثيل 

 33 ......................................................................................................................... نشاط .1

 33 ............................................................................................................................. الحل .2

 33 ................................................................................................................... خاصية .3

 33 ........................................................................................................................... برھان .4

 33 ............................................................................................................................ أمثلة .5

 33 ............................................................................................... 237 ص تطبيق .6

  
   



ثانوية علال بن عبد الله التأھيلية نيابة بني ملال:الجحرة محمد 
الأعداد العقدية

6 

 

بد الله التأھيلية نيابة بني ملالثانوية علال بن ع:الجحرة محمد   
meljohra@gmail.com 

6 

 

 الأعداد العقدية
  1الحصة رقم 

I.  تقديم المجموعةC 

 تقديم .1
  :و تحقق الشروط التالية  Cالمجموعة الأعداد العقدية رمزھا 

 CIR ⊂  
، و لھما نفس الخاصيات ما عدا تلك  IRتمددان عمليتي الضرب و الجمع في  Cعمليتا الضرب و الجمع في  

  .التي تتعلق بالترتيب
   i²=-1و يحقق المعادلة  iتحتوي على عنصر تخيلي رمزه  Cالمجموعة  
 .عددين حقيقيين b و aحيث  z=a+ibكل عدد عقدي يكتب بصفة وحيدة على شكل  

 تعاريف و مصطلحات .2
  .zلجبرية للعدد العقدي عددين حقيقيين تسمي الكتابة ا b و aحيث  z=a+ibالكتابة 

  . Re(z)=a:و نكتب  zيسمى الجزء الحقيقي للعدد العقدي  aالعدد الحقيقي 
   Im(z)=b: و نكتب  zيسمى الجزء التخيلي للعدد العقدي  bالعدد الحقيقي 

  .يسمى عددا تخيليا صرفا  ibكل عدد عقدي على شكل 
}أي :  iIRمجموعة الأعداد التخيلية الصرفة يرمز لھا بالرمز  }IRbibiIR ∈= /  

 تساوي عددين عقديين .3
  :لدينا . عددين عقديين مكتوبين على شكليھما الجبري ’z’ = a’ + i bو  z = a + i bليكن 

⎩
⎨
⎧

=
=

⇔
⎩
⎨
⎧

=
=

⇔=
)'Im()Im(
)'Re()Re(

'
'

'
zz
zz

bb
aa

zz
  

 لحق متجھة –لحق نقطة : التمثيل الھندسي لعدد عقدي  .4

a.  144ص  4نشاط  

b. تعريف 

)ممنظم مباشر منسوب إلى معلم متعامد  )P(المستوى  )21;; eeO  

)حيث  z = x + i yكل عدد عقدي  ) ², IRyx ∈ ⎟⎟و بالمتجھة  M(x,y)يربط بالنقطة   
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
y
x

OM  

 M(z)و نكتب  zتسمى صورة العدد العقدي  Mالنقطة 

⎟⎟المتجھة 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
y
x

OM  تسمى المتجھة الصورة للعدد العقديz كتب و ن( )zOM  

و نكتب  OMو يسمى أيضا لحق المتجھة  Mzو نكتب  Mيسمى لحق النقطة  zالعدد العقدي 
OM

z   
  :   يسمى المستوى العقدي (P)المستوى 
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c. خاصية  

ھو العدد  ABعلى التوالي ، فإن لحق المتجھة  ZBو   ZAطتين من المستوى العقدي ، لحقيھما نق Bو  Aإذا كانت 
  .ZB-ZAالعقدي 

   

x 

y 

OM

 المحور الحقيقي

 المحور التخيلي
M(x+iy) 
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  2الحصة رقم 
II. العمليات الجبرية و تأويلاتھا الھندسية  

 لحق منتصف قطعة .1
  خاصية

منتصف القطعة  I، فإن لحق النقطة  ZBو  ZAنقطتين من المستوى العقدي لحقيھما على التوالي  Bو  Aإذا كانت 

[AB]  ھو العدد العقدي :
2

BA
I

ZZZ +
=  

 التأويل الھندسي لضرب عدد حقيقي في عدد عقدي .2
  .عددا حقيقيا غير منعدم kو  z=x+iyالنقطة ذات اللحق  M(x,y)لتكن 

OMkOPالتي تحقق  P(kx,ky)ھو لحق النقطة  kz = kx + i kyالجداء  .= . 
  . kو نسبته  Oبالتحاكي الذي مركزه  Mھي صورة النقطة  Pإذن النقطة 

  : الشكل

  حالة خاصة  .3
  .Oمتماثلتان بالنسبة للنطة  N(-z)و M(z)النقطتان 

 استقامية ثلاث نقط .4
  خاصية

A   وB   وC  ثلاث نقط مختلفة وZA   وZB  وZC  ألحاقھا على التوالي  

IRمستقيمية إذا و فقط إذا كان  Cو   Bو   Aتكون النقط 
ZZ
ZZ

AC

AB ∈
−
−

    
  

M(z) 

P(2z) 

N(-z) 

-x 
x 2x 

2y 

-y 

y 

O 
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  3رقم الحصة 
 التأويل الھندسي لمجموع عددين عقديين .5
 ’xو xمع  ’Z’=x’+iyو  Z=x+iyبحيث   ’Zو  Zنقطتين من المستوى العقدي لحقيھما على التوالي  ’Mو  Mلتكن 

 .أعداد حقيقية ’yو yو
OMOMOS'التي تحقق   Sنعتبر النقطة  )لدينا , =+ )',' yyxxOS    ’Z+Zھو العقدي  Sو منه لحق النقطة ++

  متوازي أضلاع ’OMSMبحيث يكون الرباعي  Sھو لحق النقطة  ’Z+Zنستنتج أن 
 الشكل

 

 تداور نقط .6

a. تذكير  

)ζ(  دائرة محيطة بالمثلثABC  , لدينا:( ) πζ =+=⇔∈
∧∧∧∧

BCDBCDBADD BADأو     

 

b. خاصية  
A(a) وB(b)  وC(c) وD(d) أربع نقط غير نستقيمية و مختلفة مثنى مثنى  

D 

A 

B 

C 

( )ζπ ∈⇒=+
∧∧

DBCDBAD

D 

C

B 

A

( )ζ∈⇒=
∧∧

D BCDBAD

 

S(z+z’) 

M(z)

M’(z’)

O 
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IR: متداورة إذا وفقط إذا كان DوCوBوAتكون النقط 
cb
cd

ab
ad

∈
−
−

×
−
IRأو −

cd
cb

ab
ad

∈
−
−

×
−
− 

c. 1تطبيقي مثال 
)و ِ B(2)و  A(-2i)و Oبين أن النقط  )iC   متداورة12+−

   Cاستنتج كيفية إنشاء النقطة 
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   4الحصة رقم 
 منصف زاوية .7

a. نمرين تطبيقي 
   d=-4-2iوc=4+2iوِ b=-1+7iو a=2-2iالتي ألحاقھا على التوالي  DوCوBوAنعتبر النقط 

   [AB]منتصف القطعة  Eلحق النقطة  eحدد 

أحسب 
ed
ea

−
ثم  −

ea
ec

−
−  

)بالنسبة للزاوية  (AE)يمثل المستقيم ماذا  )∧

ECED,  

b. الحل  

 i أسات العدد  .8
   تمرين

  i8و  i7و  i6و  i5و  i4و  i3أحسب 
   in=1فإن   4طبيعيا مضاعفا للعدد  عددا صحيحا nبين أنه إذا كان 

   inالعدد  nأحسب حسب قيم العدد الصحيح الطبيعي 
 ²(i+1)أحسب 
 2007(i+1)استنتج 

 S=1+i+i2+i3+….+i2008سب المجموع اح
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  5رقم الحصة 
III. مرافق عدد عقدي 

 تعريف .1
)حيث  z = x + i yليكن  ) ², IRyx ∈   عددا عقديا مكتوبا على شكله الجبري   
iyxzالعدد  −=    z=x+iyيسمى مرافق العدد العقدي   

 التأويل الھندسي .2
  .z = x + i yنضع 

)و  M(z)النقطتان  )zM   متماثلان بالنسبة للمحور الحقيقي '

 

  امثلة .3

  نتائج .4
)حيث  z = x + i yليكن  ) ², IRyx ∈   : عددا عقديا مكتوبا على شكله الجبري لدينا    

 zz =  
 ²² yxzz +=  
 )Re(22 zxzz ==+  
 )Im(22 zyzz ==− 

  خاصية .5
  :عدد عقدي لدينا  zلكل 

 zzzIRz −=⇔=⇔∈ 0)Im(  
 zzziIRz −=⇔=⇔∈ 0)Re( 

  المرافق و العمليات .6
  :عددين عقديين لدينا   ’zو zليكن 

x 

y 

-y 

M(z) 

M’( z ) 
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 '' zzzz +=+  
 '' zzzz =  

 
'

'
z
z

z
z

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
  z≠0حيث ⎛

 ( )nn zz    عددا نسبيا nو  z≠0حيث  =
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  6الحصة رقم 
 تمارين .7

a.  155تمرين تطبيقي ص 
b.  1تمرين  

بحيث يكون  zذات اللحق  Mحدد ھندسيا مجموعة النقط 
iz
iz

4
2

−
  حقيقيا+

c.  2تمرين  
zzTبحيث يكون  zذات اللحق  Mحدد مجموعة النقط  −=   عددا حقيقيا ²
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 7الحصة رقم 
IV. معيار عدد عقدي 

  145نشاط ص  .1
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 8رقم الحصة 
  تعريف .2
  .عددان حقيقيان  y و xعددا عقديا حيث  z = x = iyليكن 
²²لحقيقي الموجب العدد ا yxzzz   .zيسمى معيار العدد العقدي  ==+

 التأويل الھندسي .3
  عددان حقيقيان y و xحيث  z =x+iyالنقطة صورة العدد العقدي  M(z)لتكن 
²²لدينا  yxOMOMz +=== : 

 
  
  

 نتيجة .4
  :لدينا  ZBو  ZAھما على التوالي نقطتين من المستوى العقدي، لحقي Bو  Aلتكن 

AB ZZABAB −==  

 خاصيات .5
  : لدينا  ’zو zلكل عددين عقديين 

 zzz =−=  

 00 =⇔= zz  

 '' zzzz =  

 
z
z

z
z ''
  z≠0حيث  =

 nn zz  عددا نسبيا nو  z≠0حيث  =

 '' zzzz +≤+  

   

y M(x+iy) 

x 

²² yxOMz +==

O 
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  9رقم الحصة 
  تمارين  .6

 1 تمرين .1
  :التي ألحاقھا على التوالي Cو  Bو Aنعتبر النقط 

ZA=1+i ً وZB=2+3i  وZC=-1+2i   
   Aمتساوي الساقين و قائم الزاوية في  ABCبين أن المثلث 

  2 تمرين .2
121بحيث  M(z)مجموعة النقط  (ζ)لتكن  =+− iz  

izzبحيث  M(z)مجموعة النقط  (Δ)لتكن  21+−=  

  .(Δ)و  (ζ)حدد و أنشئ المجموعتين 

 3تمرين  .3

: نضع  1يخالف  zلكل عدد عقدي 
1

1)(
−
−

=
z

zzf  

   f(z)=2zالمعادلة  Cحل في 
}ليكن  }1−∈Cz  1بين أنه إذا كان=z نفإ f(z)=z   
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  10الحصة رقم 
V. عمدة عدد عقدي غير منعدم 

 تعريف .1
  .صورته في المستوى العقدي Mعددا عقديا غير منعدم و  zليكن 

)أحد قياسات الزاوية الموجھة  zنسمي عمدة للعدد العقدي  )∧

OMe :  و نكتب arg(z)و نرمز له بالرمز 1,

( )[ ]π2,)arg( 1 OMez ≡ 

 ملاحظة .2
  ليس له عمدة 0العدد 

 نتائج مباشرة .3
  :عددا عقديا غير منعدم لدينا  zليكن 

[ ] Zk  ;  2)arg(20)arg(* ∈=⇔≡⇔∈ + ππ kzzIRz  
[ ] Zk  ;  )12()arg(2)arg(* ∈+=⇔≡⇔∈ − πππ kzzIRz  

Zk  ;  )arg(0 ∈==⇔∈ πkzأوzIRz  

  : 1الشكل 
  عددا حقيقيا غير منعدم  yليكن 

[ ]ππ 2
2

)arg(0 ≡⇒> iyy  

[ ]ππ 2
2

)arg(0 −≡⇒< iyy  

Zk  ; k 
2

)arg(0 ∈+==⇔∈ ππzأوziIRz  

  :2الشكل 

u  

M(z) M’(z’) v  

( ) [ ]π20, =OMu  ( ) [ ]ππ 2', =OMu  
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 خاصية .4
  :عددا عقديا غير منعدم لدينا الشكل التالي  zليكن 

[ ]ππ 2)arg()arg( zz +≡−  
( ) [ ]π2)arg(arg zz −≡ 

 :الشكل

   113ص تطبيقي مثال  .5
  . d=-2+2iو  c=2+2iو  b=-2i و a=2: التي ألحاقھا على التوالي D و C و Bو  Aنعتبر النقط 
  D و C و Bو  Aأنشئ النقط 

  d و cو bو aحدد عمدة لكل من الأعداد العقدية 
  بطريقتين z=2-2iحدد عمدة للعدد العقدي 

   

u  
v  

y   A(iy) 

 y’  B(iy’) 

( ) [ ]ππ 2
2

, =OAu  

( ) [ ]ππ 2
2

, −
=OBu  
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  11الحصة رقم 
VI. الشكل المثلثي لعدد عقدي  

  نشاط .1
)عددا عقديا حيث  z = x +i yليكن  ) 2, IRyx ∈  
]نضع  ]πθ 2)arg(zوzr ==  

 :لدينا الشكل التالي
  :شكل

  
²²ومنه  yxzr +==  

و 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

r
y
r
x

)sin(

)cos(

θ

θ
  

)sin()(cos((ومنه  θθ iriyxz +=+=  

  تعريف .2
]الكتابة  ]θθθ ,))sin()(cos( rirz    zتسمى الشكل المثلثي للعدد العقدي  =+=

  مثال .3
  z=1+iلنحدد الشكل المثلثي للعدد العقدي 

21لدينا  =+ i 

)ومنه  ))sin()cos(21 θθ ii +=+  

ومنه 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

==

==

2
2

2
1)sin(

2
2

2
1)cos(

θ

θ
  

]ومنه  ]ππθ 2
4

=  

نأخذ 
4
πθ =  

⎦⎥أي 
⎤

⎢⎣
⎡=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+=

4
,2

4
sin

4
cos21 πππ iiz  

  115ص  2تمرين  .4
iZحدد شكلا مثلثيا لكل من الأعداد  331 iZو  =+ 222 264و   =−+ iZ و=−

2
3

2
1

3 iZ −
−

=  
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  خاصية .5
  عددا عقديا غير منعدم zليكن 

rzفإن  r>0مع  z=r(cos(θ)+isin(θ))إذا كان     arg(z)=θ[2π]و =

  115ص  1تمرين  .6

⎟: أعط شكلا مثلثيا لكل من العددين العقديين 
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

4
sin

4
cos3 ππ iz  و⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

3
sin

3
cos2' ππ iz
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 12الحصة رقم 
  تساوي عددين على شكليھما المثلثي .7

  عددين عقديين غير منعدمين ’z و zليكن 
   z’=[r’,θ’]و  z=[r,θ]نضع 
]لدينا  ]πθθ 2''' ≡=⇔=   rrzzو

  115ص  3 تمرين .8

a.  نعتبر العدد العقديiz
2
1

2
31 ++=  

b.  أكتب شكلا مثلثيا للعدد العقديz   

c.  استنتج قيمة
12

cos π 
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 13رقم الحصة 
VII. جداء و خارج عددين عقديين باستعمال الشكل المثلثي 

  :لدينا الخاصيات التاليةعددين عقديين غير منعدمين  z’ = [r’,θ’]و  z =[r,θ]نضع 

 1خاصية .1
 [r,θ] [r’,θ’]= [rr’,θ+θ’] 

.'.'يعني  zzzz = 
   arg(zz’)=arg(z)+arg(z’)+2kπو 

  2خاصية  .2

[ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −= θ

θ
,1

,
1

rr
  

يعني 
zz
11

=  

πkz
z

2)arg(1arg +−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

  3خاصية  .3
[ ]
[ ] ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −= ',

'','
, θθ
θ
θ

r
r

r
r 

يعني 
'' z

z
z
z
=  

πkzz
z
z 2)'arg()arg(
'

arg +−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

 4خاصية  .4
  شكل

[ ] [ ]θ−= ,r r,θ  
 [ ] [ ]πθθ +=− ,, rr 

 formule de MOIVRE   صيغة موافر :  5خاصية  .5
   zn = [rn,nθ] :لدينا   z = [r,θ]د عقدي غير منعدم و لكل عد Zمن  nلكل 
)أي  )( ) ( ))sin()cos(sincos θθθθ ninrirz nnn +=+= 

 تطبيق .6
a. 1تمرين 

)أوجد ھعيار وعمدة للعدد العقدي  )
( )²1
1 3

i
iz

−
+

=  

b.  2تمرين  
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izنضع  −= izو  3 و  '1=−
'z

zu =  

   u و ’zو zد أكتب على شكلھا المثلثي الأعدا

⎟على الشكل الجبري و استنتج  uأكتب 
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
12

cos π  و⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
12

sin π  
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  14الحصة رقم 
VIII. زاوية متجھتين و عمدة خارج لحقيھما 

 خاصية .1
لدينا  ZDو  ZCو  ZBو  ZAنقطا من المستوى العقدي مختلفة مثنى مثنى ، ألحاقھا على التوالي  Dو C و B و Aليكن 

:  
 ( ) ( )[ ]π2 arg,1 AB ZZABe −=  

 ( ) [ ]π2 arg, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
AB

AC

ZZ
ZZ

ACAB  

 ( ) [ ]π2 arg, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
AB

CD

ZZ
ZZCDAB  

 1 تطبيقات .2
لدينا  ZDو  ZCو  ZBو  ZAنقطا من المستوى العقدي مختلفة مثنى مثنى ، ألحاقھا على التوالي  Dو C و B و Aليكن 

:  

a. استقامية ثلاث نقط 

]مستقيمية إذا وفقط إذا كان  C و Bو Aتكون النقط  ] [ ]πππ 2  arg2  0arg =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

AB

AC

AB

AC

ZZ
ZZاو

ZZ
ZZ

  

b. توازي مستقيمين 
  متوازيين إذا و فقط إذا كان (AC)و  (AB)يكون المستقيمان 

[ ]π20arg =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

DC

BA

ZZ
ZZ أو[ ]ππ 2arg =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

DC

BA

ZZ
ZZ

   

c. تعامد مستقيمين 
  إذا و فقط إذا كان متعامدين (AC)و  (AB)يكون المستقيمان 

[ ]ππ 2
2

arg −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

DC

BA

ZZ
ZZ

]أو  ]ππ 2
2

arg =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

DC

BA

ZZ
ZZ

   

 ينتمر .3
   c=-1-3iو  b=1+iو  a=-2: ھي التي ألحاقھا على التوالي  Cو Bو Aنعتبر النقط 

)حدد قياسا للزاوية الموجھة  )∧

ABAC,  
  ABCاستنتج طبيعة المثلث 
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 15 الحصة رقم
IX. التمثيل العقدي للإزاحة و التحاكي  

 الإزاحة .1
a. نشاط  

)ذات المتجھة  tنعتبر الإزاحة  )2,1 u . و لتكنM(z)  وM’(z’)  نقطتين من المستوى العقدي بحيثt(M)=M’.  
  .zبدلالة  ’zحدد 

  .tبالإزاحة  A(4+ 3i)صورة النقطة  ’Aحدد لحق النقطة 
   z’=z+1-iبحيث  ’zلحقھا  ’Mبالنقطة  zلحقھا  Mفي المستوى العقدي نربط كل نقطة 

  .MM'حدد لحق المتجھة 
  .’Mبالنقطة  Mج طبيعة التحويل الذي يربط النقطة استنت

b. خاصية  
)ذات المتجھة  tالتمثيل العقدي للإزاحة  )av  حيث( )Ca∈ ھوz’=z+a 

 التحاكي .2
a. نشاط  

دي بحيث نقطتين من المستوى العق M’(z’)و  M(z)لتكن .  4ونسبته  )Ω  (2-,3الذي مركزه النقطة hنعتبر لتحاكي 
h(M)=M’.  

  ) zبدلالة  ’zالتعبير عن (  ’Mبالنقطة  Mحدد تمثيلا عقديا للتحويل الذي يربط النقطة 

izzبحيث  M’(z’)بالنقطة  M(z)ربط كل نقطة الذي ي Tنعتبر التحويل  في المستوى العقدي 2
2
1' −= 

i2الذي يحقق  Ωلحق النقطة  ωحدد 
2
1

−= ωω  

Ω ى نقطة صامدة بالتحويل تسمT.  

)بين أن  )ωω _
2
1' zz   ثم أول متجھيا المتساوية الأخيرة −=

  .Tاستنتج طبيعة التحويل 
b.  خاصية  

Ω  نقطة من المستوى لحقھاω  منC   وk التمثيل العقدي للتحاكي . عدد حقيقي غير منعدمh  الذي مركزهΩ  و نسبته
k ھو :z’-ω=k(z-ω) .  

X. مستقيم أولير  
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  16الحصة رقم 
XI.  المعادلات من الدرجة الثانية بمجھول واحد في المجموعةC  

 عدد حقيقي غير منعدم  aحيث  z²=aالمعادلة  .1

a. خاصية  
  :ھما  Cفي المجموعة  z²=aحلا المعادلة . عددا حقيقيا غير منعدم aليكن 

aوa    a>0إذا كان  −
aiوai    a<0إذا كان −−−

b. لة أمث  
  و7_7ھما  z²=7حلا المعادلة 
33ھما  z²=-3حلا المعادلة  iوi −  

 غير منعدم aأعداد حقيقية و  c و bو aحيث  az²+bz+c=0المعادلة  .2

a. نشاط 
  .z²-z+2=0: المعادلة  Cحل في المجموعة 

b. خاصية 
  .غير منعدم aيقية و أعداد حق c و bو aحيث  az²+bz+c=0المعادلة  Cنعتبر في 

   az²+bz+c=0يسمى مميز المعادلة  Δ=b²-4acالعدد الحقيقي 

: فإن المعادلة تقبل حلين حقيقين ھما Δ>0إذا كان 
a

و
a

bz
2

b-z 
2

' Δ+
=

Δ−−
=  

: فإن المعادلة تقبل حلا حقيقيا مزدوجا ھو  Δ=0إذا كان 
a
bz

2
−

=  

: قديين مترافقين و مختلفين ھمافإن المعادلة تقبل حلين ع 0Δ>إذا كان 
a

iو
a
ibz

2
b-z 

2
' Δ−+

=
Δ−−−

=  

c. نتائج 
  :لدينا  Cفي المجموعة ) az²+bz+c=0 )a≠0حلي المعادلة  z2و  z1ليكن 
   C  :az²+bz+c=a(z-z1)(z-z2)من  zلكل 

a
bzوz

a
czz −

=+= 2121.
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  17رقم الحصة 
 تمارين .3

  1تمرين 
  :ليينحدد الجذرين المربعين لكل من العددين التا

 324 −=a   

 ⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤∈−=

2
,

2
-   t;²cos ππtb 

  :المعادلتين التاليتين Cحل في المجموعة 

 ( ) 032²
2
1: =+− zzE  

 ( ) ( ) 01sin2²  ;
2

,
2

:' =++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤−∈ ztztE ππ  

  2تمرين 
): المعادلة  Cنعتبر في  ) ( ) ( ) 08314²132: 3 =−−+−+ zzzE  

   ( E)حل للمعادلة  2بين أن العدد 
): لدينا Cمن  zبين أن لكل  ) ( ) ( )( )4 32²28314²1323 ++−=−−+−+ zzzzzz  

   (E )المعادلة حل 
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  18الحصة رقم 
XII. الترميز الأسي لعدد عقدي 

 ترميز .1
  ،θو عمدته  1عدد حقيقي، لكل عدد عقدي معياره  θحيث ،  ࣂ࢏ࢋنرمز بالرمز 

ࣂ࢏ࢋأي  ൌ ࣂ࢙࢕ࢉ ൅ ࣂ࢔࢏࢙ ࢏ ൌ ሾ૚,   ሿࣂ

 أمثلة .2
 ૙࢏ࢋ ൌ   ૛࣊࢏ࢋ ൌ ૚  

࣊࢏ࢋ ൌ െ૚  

ࢋ
࣊࢏
૛ ൌ   ࢏

࢏ࢋ
૛࣊
૜ ൌ െ ૚

૛
൅ ࢏ √૜

૛
  

 حظاتملا .3
ࣂ࢏ିࢋ ൌ   ሻࣂሺି࢏ࢋ

 خاصيات .4
  :دينا ل nو لكل عدد طبيعي  ’θو  θعددين حقيقيين لكل 

൯ࣂ࢏ࢋ൫ࢍ࢘ࢇ ൌ   ሾ૛࣊ሿࣂ
หࣂ࢏ࢋห ൌ ૚  

ᇱሻࣂାࣂሺ࢏ࢋ ൌ ࣂ࢏ࢋ ൈ   ᇱࣂ࢏ࢋ
ࣂ࢏ࢋ

ᇲࣂ࢏ࢋ
ൌ     ᇱሻࣂିࣂሺ࢏ࢋ
തതതതࣂଙࢋ ൌ   ࣂ࢏ିࢋ 

൫ࣂ࢏ࢋ൯࢔ ൌ     formule de MOIVRE: موافر  يغةصوھي   ࣂ࢔࢏ࢋ 

 باستعمال صيغة موافر sin(nθ)و cos(nθ)حساب  .5

a.  234ص  1تطبيق  
 :بين أن 

•  sin(2 ) 2sin( ) cos( )θ θ θ= 

• cos(2 ) cos ²( ) sin ²( )θ θ θ= −  
  sinθو   cosθبدلالة  sin(3θ)و   cos(3θ)بنفس الطريقة حدد  •

  تعريف .6
z  عدد عقدي غير منعدم معيارهr  و عمدتهθ  

ࢠالكتابة  ൌ    zتسمى الكتابة الأسية ل   ࣂ࢏ࢋ ࢘

  أمثلة .7

െ૚الأسية للعدد الكتابة  ൅ െ૚: ھي  ࢏ ൅ ࢏ ൌ  √૛ ࢏ࢋ
૜࣊
૝ 

࢏െ૜ھي   3i-الأسية للعدد الكتابة  ൌ ૜ ࢏ିࢋ
࣊
૛ 

  من ذلكتحقق 
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  صيغتا أولير .8

ࣂ࢙࢕ࢉ: لدينا  θعدد حقيقي لكل  ൌ   ࢋ
ࣂ࢏షࢋାࣂ࢏

૛
ࣂ࢔࢏࢙و    ൌ   ࢋ

ࣂ࢏షࢋିࣂ࢏

૛
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XIII.  تطبيقات  

  235تمارين ص  .3
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  20الحصة رقم 
 وليرباستعمال صيغتي أ sin(θ)و cos(θ)إخطاط الحدوديات من  .4

a. مثال  
   sin4xو  cos3xأخطط 

b. الحل  
  : لدينا  IRمن   xلكل 

2
cos

ixix eex
−+

=  

  :و منه

( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )( ))cos(33cos
4
1

2
3

24
1

33
2
1

33
2
1

2
1

2
cos

33

33
3

3223

3

3

3

3
3

xx

eeee

eeee

eeeeee

eeeex

ixixxixi

xiixixxi

ixixixixixix

ixix
ixix

+=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=

+++=

+++=

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=

−−

−−

−−−

−
−

   

بكتابة 
4ix

4

2
esin ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

−

i
ex

ix

  

: نجد 
8
3)2cos(

2
1)4cos(

8
1sin 4 +−= xxx  

  تمرين  .5
   P(x)=cos2(x).sin3(x)أخطط الحدودية المثلثية 
   P(x)  أوجد دالة أصلية للدالة
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  21لحصة رقم ا
XIV. II.  التمثيل العقدي لدوران 

  طنشا .1

و زاويته  Oالذي مركزه  rنعتبر في المستوى العقدي الدوران 
3
π  . لتكنM(z)  نقطة من المستوى العقدي مختلفة عن

O  و النقطةM’(z’)  صورتھا بالدورانr لدينا ، :( ) [ ]⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

(2)  2
3

';

(1)   '

ππOMOM

OMOM
  

  .باستعمال الأعداد العقدية (2)و (1)أول العلاقتين  .1

'  (E)استنتج أن  .2 3 zez
iπ

=  

⎟تسمى الكتابة العقدية للدوران  ( E)المتساوية  .3
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
,πOr  

iz: التي ألحاقھا على التوالي ھي  Cو  Bو  Aنعتبر النقط  .4 A −= izBو  3 += izCو  3 2=  
   r(B)=Cو أن  r(A)=Bأن  بين .5
  معين OABCاستنتج أن الرباعي  .6

 الحل .2

  خاصية .3
Ω  نقطة من المستوى العقدي و لحقھا العدد العقديω  وθ عدد حقيقي  

ᇱࢠ: ھو  θو زاويته  Ωالعقدي للدوران الذي مركزه التمثيل  െ  ࣓ ൌ ࢠሺࣂ࢏ࢋ  െ ࣓ሻ  

 برھان .4

 أمثلة .5

૛ૈو زاويته : أصل المعلم  Oالعقدي للدوران الذي مركزه التمثيل 
૜

ᇱࢠ: ھو   ൌ ࢋ 
૛࣊࢏
૜  ൈ  ࢠ

ᇱࢠ: أي  ൌ  െ ૚
૛
൅ ࢏  √૜

૛
 

ᇱࢠھو    ൅ ૚ െ ࢏ ൌ ࢏ࢋ 
࣊
૝ ሺࢠ ൅ ૚ െ  ሻ࢏

ᇱࢠ: أي  ൌ   ቀ√૛
૛
൅ ࢏ √૛

૛
ቁ ࢠ ൅ √૛ െ ૚ ൅   ࢏
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