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  1الحصة رقم 

I. تذكير  

 تعريف .1
   INمن  Iأو جزئ  INمعرفة على  u نسمي متتالية كل دالة عددية 

 اصطلاحات .2
࢛لتكن  ׷ ࡵ ؿ  ࡺࡵ ՜   دالة عددية ࡾࡵ

    u(n)عوض  unبالرمز  nنرمز لصورة 

Un   يسمى الحد العام للمتتالية(un)n  أو الحد ذا المدلn   

  ࡵࣕ un/ n} {:ھي  n(un)مجموعة قيم المتتالية 

  تمرين تذكيري بالمتتاليات الحسابية .3

ቊ: المعرفة ب  (un)نعتبر المتتالية العددية 
࢛૙ ൌ   െ૚           

ା૚ܖܝ ൌ  
૚

૛ି ܖܝ
  ;   ૓Գ ܖ

࢔࢜ المعرفة ب n(vn)و نعتبر المتتالية  ൌ  
૛

૚ି ࢛࢔
   INمن  n لكل  

   Excelعلى ورقة عمل  (vn)دراسة تجريبية للمتتالية 

   (vn) و (un)الحدود العشرين الأولى للمتتاليتين  أحسب

   (vn)ھندسيا الحدود العشرين الأولى للمتتالية مثل 

   n(vn)ماذا تلاحظ و ما تخمينك بطبيعة المتتالية 

  دراسة نظرية

  حسابية محددا أساسھا و حدھا الأول n(vn)بين أن المتتالية 

   nبدلالة  vnأحسب 

limثم أحسب  nبدلالة  unاستنتج  nn
u

→+∞
  

    IN*  Sn = v0 + v1 + ….+ vnمن  nنضع لكل 

   nبدلالة  Snأحسب 

 دراسة تجريبية

 تحقق من النتائج المحصل عليھا في الدراسة النظرية
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 الحل .4
  دراسة تجريبية

  
 

  r=2عن مستقيم ميله ھو عبارة   (vn)حدود العشرين الأولى للمتتالية للنلاحظ أن التمثيل المبياني 

  أنظر الجدول v0=1و حدھا الأول  r = 2متتالية حسابية أساسھا  n(vn)المتتالية : و ھذا ما يجعلنا نعطي كفرضية أولى ما يلي
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  2الحصة رقم 
 دراسة نظرية

( )
( )

( )

( )

*
1

1
1

1

*
1

2 1; ;
1 2

2 22 2
11 11

2
2 2 2

1 1

2;

n n
n n

n
n

n n

n

n
n n

n n

n n

v u n IN
u u

u
v

u u
u

u
v v

u u

v v n IN

+

+
+

+

+

= = ∀ ∈
− −

−
⇒ = = =

− −−
−

−
⇒ − = −

− −

⇒ − = ∀ ∈
  

   v0 = 1و حدھا الأول   r = 2حسابية أساسھا  n(vn)ومنه المتتالية 

 : فإن  v0 = 1و حدھا الأول   r = 2حسابية أساسھا  n(vn)بما أن المتتالية 

ܖ࢜ ൌ ૙ܞ  ൅ ; ܚ ܖ  ሺܖ׊૓Գሻ   

   vn=1+2 n: لدينا  INمن  nيعني أن لكل 

 nبدلالة  unاستنتاج 

( )

( )

2 ;
1

21 2
1

21
1 2

2 1 2 21
1 2 1 2

1 2 ;
1 2

n
n

n

n

n

n

v n IN
u

n
u

u
n

nu
n n

nu n IN
n

= ∀ ∈
−

⇒ + =
−

⇒ − =
+

+ −
⇒ = − =

+ +
− +

⇒ = ∀ ∈
+  

  

1لدينا : النھاية  استنتاج 2lim lim 1
1 2nn n

nu
n→+∞ →∞

− +
= =

+
  

Sn = v0 + v1 + ….+ vn   ھو مجموعn+1  الحد الأول في المجموع ھو : حدا متتابعة في متتالية حسابيةv0= 1  و الحد الأخير
  :ومنه  vn= 1+2nفي المجموع ھو 

( ) ( )

( ) ( )

( )

0 1

0

...
1

2
1

1 1 2
2

1 ²

n n

n

S v v v
n

v v

n
n

n

= + + +

+
= +

+
= + +

= +
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  للدراسة التجريبيةعودة 

  unنلاحظ أنه عبارة عن جزء من ھذلول و ھو ما يفسر صيغة   (un)بتمثيل حدود المتتالية 

 1تقترب شيءا فشيئا من العدد  unنلاحظ أنه من خلال الشكل أن الحدود 

 نلاحظ أن القيم متساوية ²(n+1)و الآخر اعتمادا على   Sn = v0 + v1 + ….+ vnواحد اعتمادا على  Snبتكوين عمودين للعدد 
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  3رقم الحصة 

 معارف أساسية خاصة بالمتتاليات الحسابية .5

a. تعريف  
ሺ࢛࢔ሻܖஹܖ૙ متتالية حسابية أساسھاr  إذا و فقط إذا كانun+1‐un = r   :ሺܖ׊ ൒   ૙ሻܖ

 nغير مرتيبط بالعدد   rالعدد 

b. الخاصية المميزة  
ሺ࢛࢔ሻܖஹܖ૙ متتالية حسابية أساسھاr  2إذا و فقط إذا كان un+1= un+2+un :ሺܖ׊ ൒  ૙ሻܖ

c. خاصيات  
   :  rمتتالية حسابية أساسھا ૙ܖஹܖሻ࢔ሺ࢛لتكن  

ሺܖ׊ ൒ ܘ ൒ ; ૙ሻܖ ܖܝ   ൌ ࢖࢛  ൅ ሺ࢔ െ    ሻ࢘࢖

ሺ࢔૙ ൌ ૙ሻ ;  ሺ࢔ ׊ ࣕԳሻ ; ࢔࢛  ൌ  ࢛૙ ൅    ࢘࢔

࢖࢛ ൅ ା૚࢖࢛ ൅ ൅ڮ ࢔࢛ ൌ  
ሺ࢖ି࢔ା૚ሻ

૛
൫࢛࢖ ൅    ൯࢔࢛

d. تمرين تذكيري بالمتتاليات الھندسية 

࢔࢜المعرفة ب   (vn)بين أن المتتالية  ൌ  
૛࢔

૜࢔శ૚
 متتالية ھندسية محددا أساسھا INمن  nلكل   

   8u7 = u4: و بحيث  qمتتالية ھندسية اساسھا  (un)لتكن 
  qحدد الأساس 

૜࢛علما أن  u0حدد الحد الأول  ൌ  
૜
ૡ

 

  כԳ ࣕ ࢔حيث  Sn = u0 + u1 + …. + un‐1: نعتبر المجموع 

࢔ࡿبين أن  ൌ ૟  ቀ૚ െ ቀ૚
૛
ቁ
࢔
ቁ 

e. الحل 
  ھندسية   n(vn)تبيان أن 

( )

1

1 12
1

2

1

2
2 3 23;

2 3 2 3
3

n

n nn
n

n n n
n

n

vn IN
v

+

+ ++
+

+

+

∀ ∈ = = × =

 

   q= 2/3ھندسية أساسھا  (vn)فإن المتتالية  nمستقل عن  2/3بما أن 
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  8u7 = u4: و بحيث  qمتتالية ھندسية اساسھا  (un)لتكن 
   : qتحديد الأساس 

7 4
7 4 4 4

3

3

3

8 8

8 1
1
8
1 1
8 2

u u q u u

q

q

q

−= ⇔ =

⇒ =

⇒ =

⇒ = =

 

૜࢛علما أن  u0تحديد الحد الأول  ൌ  
૜
ૡ

  

3
3 0

3

0

0

3 3
8 8
1 3
2 8

3

u q u

u

u

= ⇔ =

⎛ ⎞⇔ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⇔ =

 

  כԳ ࣕ ࢔حيث  Sn = u0 + u1 + …. + un‐1: نعتبر المجموع 
 u0=  3و حدھا الأول    ½ =qحدا متتابعة في متتالية ھندسية أساسھا  nوھو مجموع 

  : ومنه

 

0 1 1

0

...

11
1 23 11 1

2
11

123 6 11 2
2

n n
n

n

n

n

S u u u

qu
q

−= + + +

⎛ ⎞− ⎜ ⎟− ⎝ ⎠= =
− −

⎛ ⎞− ⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎝ ⎠= = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
  

࢔ࡿ ൌ ૟  ቀ૚ െ ቀ૚
૛
ቁ
࢔
ቁ   

 أساسية خاصة بالمتتاليات الھندسية معارف .6

a. تعريف  
ሺ࢛࢔ሻܖஹܖ૙ متتالية ھندسية أساسھاq  إذا و فقط إذا كانun+1 = q un   :ሺܖ׊ ൒   ૙ሻܖ

  nغير مرتيبط بالعدد  qالعدد 

b. الخاصية المميزة  
ሺ࢛࢔ሻܖஹܖ૙ متتالية ھندسية أساسھاq  إذا و فقط إذا كان(un+1)² = un+2 X un   :ሺܖ׊ ൒   ૙ሻܖ

c. خاصيات  
 : qمتتالية ھندسية أساسھا ૙ܖஹܖሻ࢔ሺ࢛لتكن  
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ሺܖ׊ ൒ ܘ ൒ ; ૙ሻܖ ܖܝ   ൌ ࢖ି࢔ࢗ  ൈ ࢛࢖  

ሺ࢔૙ ൌ ૙ሻ ;  ሺ࢔ ׊ ࣕԳሻ ; ࢔࢛  ൌ ࢔ࢗ  ൈ ࢛૙   

࢖࢛ ൅ ା૚࢖࢛ ൅ ൅ڮ ࢔࢛ ൌ ࢖࢛  ൈ
૚ି ࢔ࢗష࢖శ૚

૚ିࢗ
 ;  ሺࢗ ് ૚ሻ   
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  4رقم الحصة 

II. نھاية متتالية 

 متتالية متقاربة .1

a. نشاط 

࢔࢛: المعرفة ب   n(un)نعتبر المتتالية  ൌ  
૚

࢔√࢔
 ;   כԳ ࣕ ࢔

; ૓ ൧െ ૚૙ି૜ ܖ࢛فإن   n > n0بحيث إذا كان  n0أوجد عددا صحيحا طبيعيا  ૚૙ି૜ൣ 

 ؟ بعدد أصغر منه و أيا كان  3‐10العدد ماذا يمكنك استنتاجه و ذلك بتغيير 

b. الحل  
࢔࢛: نضع   ൌ  

૚
࢔√࢔

 ;  כԳ ࣕ ࢔

3 3
n

3

3 3

3

3

3

3 6

2

1u 10 ;10

10 10
110 10

10 10

1
10
10

10
10

n
n

n n
u

n n

n n

n n

n n
n
n

−

−

− −

−

−

⎤ ⎡= ∈ −⎦ ⎣

⇔ − < <

⇔ − < <

⇔ < <

⇔ >

⇔ >

⇔ >

⇔ >

  

࢔ሺ:  نلاحظ أن جميع حدود المتتالية تحقق  n0=100و منه من أجل  ൐ ;   ૙ሻ࢔ ; ૓ ൧െ ૚૙ି૜ ܖ࢛   ૚૙ି૜ൣ  

  بعدد أصغر منه و أيا كان  3‐10يمكنك تغيير العدد 

lim: نستنتج إذن أن  0nn
u

→+∞
=  

c. تعريف  
يحتوي على جميع حدود المتتالية  lإذا و فقط إذا كان كل مجال مفتوح مركزه  lتؤول إلى العدد الحقيقي  n(un)نقول إن متتالية 

   n0ابتداء من رتبة معينة 
lim: و نكتب  nn

u l
→+∞

= 

d. أمثلة  

( )*1 1 1lim lim ... lim 0 ;
² pn n n

p IN
n n n→+∞ →+∞ →+∞
= = = = ∀ ∈

   

( )*
3

1 1 1lim lim ... lim 0 ;pn n n
p IN

n n n→+∞ →+∞ →+∞
= = = = ∀ ∈
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  5رقم الحصة 

 متتالية متباعدة .7

a. نشاط  
vn = 3: المعرفة بما يلي   n(vn)نعتبر المتتالية العددية 

n – 2n + 1   لكلn  منIN 

  3n  ≥ 3n: لدينا  INمن  nبين بالترجع أنه لكل 

 vn ≥  nلدينا  INمن  nاستنتج أنه لكل 

 قيما كبيرة بما فيه الكفاية؟ nماذا يمكنك أن تستنتج عندما يأخذ 

limاستنتج قيمة  nn
v

→+∞
 

b. الحل  
  :الترجع
   3x0 < 1 =30لدينا 

  3n+1  ≤  (n+1)3و لنبين أن   3n  ≥ 3nنفترض أن 
n+1

n+1

n+1

n+1

3 3( 1) 3 3 3 3
3 3( 1) 3 3 3 3
3 3( 1) 6 3
3 3( 1) 3(2 1) 0

nn n
n n n
n n
n n

− + = × − −

⇒ − + ≥ × − −

⇒ − + ≥ −

⇒ − + ≥ − >

  

 3n  ≥ 3n: لدينا  INمن  nو منه  لكل 

  الاستنتاج
3 2 1

3 2 1
1

n
n

n

n

n

v n
v n n
v n n
v n

= − +

⇒ ≥ − +
⇒ ≥ + >
⇒ > 

 يأخذ قيما كبيرة جدا  vnقيما كبيرة جدا فإن  nنستنتج أنه كلما أخذ 

limومنه  nn
v

→+∞
= +∞ 

c. تعريف  
انطلاقا  n(un)على جميع حدود المتتالية   ]∞ +  ,  A[إذا اشتمل كل مجال مفتوح من شكل  ∞+تؤول إلى  n(un)نقول إن متتالية 
lim: و نكتب   n0من رتبة معينة  nn

u
→+∞

= +∞
 

d. ملاحظة  
limبالمثل نعرف الكتابة  nn

u
→+∞

= −∞ 
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e. أمثلة  

( )2 *lim lim ... lim ;p

n n n
n n n p IN

→+∞ →+∞ →+∞
= = = = +∞ ∀ ∈   

( )*3lim lim ... lim ;P

n n n
n n n p IN

→+∞ →+∞ →+∞
= = = = +∞ ∀ ∈ 
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  6رقم الحصة 

III. النھايات و الترتيب 

  1خاصية  .1
(un)n    و(vn)n  متتاليتان عدديتان متقربتان و  بحيث يوجدn0  منIN  الذي من أجله:  

࢔࢛   ൑  ࢔ ׊ሺ ;࢔࢜ ൒ limفإن ૙ሻ࢔ limn nn n
u v

→+∞ →+∞
≤  

  1استنتاج  .2
 موجبة و متقاربة تكون نھايتھا موجبةكل متتالية 

  2خاصية  .3
(un)n  و(vn)n  و(wn)n  ࢔࢜: بحيث ൑ ࢔࢛  ൑  ࢔ ׊ሺ ;࢔࢝ ൒    ૙ሻ࢔
lim إذا كان limn nn n

v w l
→+∞ →+∞

= lim فإن = nn
u l

→+∞
= 

  3خاصية  .4
(un)n  و(vn)n  متتالياتان عدديتان وl  ࢔࢛|عدد حقيقي بحيث െ |ܔ ൑ limو  ܖܞ 0nn

v
→+∞

=   

limفإن  nn
u l

→+∞
= 

  4خاصية  .5
(un)n متتالية لدينا :  

lim 0 lim 0n nn n
u u

→+∞ →+∞
= ⇔ =

   
  :لدينا و 

lim limn nn n
u l u l

→+∞ →+∞
= ⇒ =

  
 و العكس غير صحيح

  مثال مضاد .6
࢔࢛نضع  ൌ  െ૚ ൅ 

૚
࢔
 ;  ሺࣕ࢔׊Գכሻ  

limلدينا  1 1nn
u

→+∞
= − limلكن  = 1nn

u
→+∞

≠  

  93ص  1تمرين محلول  .7

2: بما يلي  *INمن  nالمعرفة لكل  (un)نعتبر المتتالية العددية  sin( )
n

n nu
n

+
= 

; ሻכۼ૓۷ܖ׊ሺ    تحقق أن  ܖܝ|  െ ૛| ൑ ૚
ܖ

 

 (un)استنتج نھاية المتتالية 

 93ص  3تمرين محلول  .8

ܖ࢛: بما يلي  INمن  nالمعرفة لكل  (un)نعتبر المتتالية العددية  ൌ ૜ ൅ ሺି૚ሻܖ

²ା૚ܖ
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)تحقق من أن  ) 1; 3
² 1nn IN u

n
∀ ∈ − =

+
 

limاستنتج  nn
u

→+∞
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 7رقم الحصة 

IV.  ھندسيةالمتتالية النھاية ሺܖࢗሻ࢔  

  خاصية مقبولة .1
  عددا حقيقيا غير منعدم  qليكن 

limفإن  q>1إذا كان  n

n
q

→+∞
= +∞   

limفإن   q < 1 > 1‐إذا كان  0n

n
q

→+∞
=   

limفإن   q=1 إذا كان 1n

n
q

→+∞
=  

  لا تقبل نھاية n(qn)فإن المتتالية   q≤‐1إذا كان 

  الرتابة و تقارب متتالية .2

  خاصية .3
  كل متتالية تزايدية و مكبورة فھي متقاربة

  كل متتالية تناقصية و مصغورة فھي متقاربة

  1تمرين  .4

) :المعرفة بما يلي  n(un)نعتبر المتتالية العددية  )
0

1

1
1 ;

2n
n

u

u n IN
u+

=⎧
⎪

−⎨ = ∀ ∈⎪ +⎩

  

   IN un > ‐1من  nبين أن لكل 

 ثم استنتج أنھا متقاربة n(un)أدرس رتابة المتتالية 

 الحل .5
  الترجع

  u0=1 > ‐1التحقق لدينا 

  ....  un+1 > ‐1و لنبين أن   un > ‐1نفترض أن 

 2تمرين  .6

)نعتبر المتتالية  )nnu  المعرفة ب :
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+−=+

4
1

2

0

2
1

u

uuu nnn
.  

)بين أن  )   ;  0 1nn IN u∀ ∈ < <.  

)أدرس رتابة المتتالية  )nnu.  

)استنتج أن  ) 1  ,  
4 nn IN u∀ ∈ <  

)تحقق أن  ) ( )1
30 1 1
4n nu u+< − < −  
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limحدد  nn
u

→+∞
 

  الحل .7
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 8رقم الحصة 

V.  ܖ࢛تقارب متتالية من نوع൅૚ ൌ  ሻܖܝሺ܎

  خاصية  .1

൜: معرفة كما يلي متتالية   n(un)و  Iدالة عددية معرفة على مجال  fلتكن 
૙࢔࢛ ൌ ;  ࢇ ࢇ                    א ࡵ
ା૚࢔࢛ ൌ ;  ሻ࢔ሺ࢛ࢌ   ሺ࢔׊ ൒   ૙ሻ࢔

ሻࡵሺࢌو  Iمتصلة على المجال  f ت إذا كان ؿ  ࡵ

  Iفي المجال  f(x)=xحل للمعادلة  n(un)نھاية المتتالية  و متقاربة n(un)المتتالية فإن 

  1 تمرين تطبيقي .2

൝: المعرفة ب n(un)نعتبر المتتالية 
࢛૙ ൌ

૜
૝
                       

ା૚࢔࢛ ൌ ²࢔࢛  ;  ሺ࢔׊ א ሻࡺࡵ
  

x ൒لكل  f(x)=x²: المعرفة ب  fو نعتبر الدالة  ૙  

  ؿ I   f(I)و أن ]∞+; I=[0متصلة على  fتحقق أن 

ܖ׊ሺبين بالترجع أن  א ; ሻۼ۷   ૙ ൑ ࢔࢛  ൑
૜
૝

  

   n(un)أدرس رتابة المتتالية 

  متقاربة و أحسب نھايتھا n(un)بين أن المتتالية 
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 9رقم الحصة 

VI.  تقارب متتالية من نوعvn=f(un)  

  خاصية .1
࢔متتالية بحيث لكل   n(un)و   Iدالة عددية معرفة على مجال  fلتكن  ൒ ࢔࢛ لدينا  ૙࢔ א  ࡵ

 lمتقاربة و نھايتھا  n(un)و لتكن المتتالية 

࢔لكل   vn=f(un): المتتالية المعرفة ب  n(vn)نضع  ൒   ૙࢔

limفإن  lمتصلة في  fإذا كان  lim ( ) ( )n nn n
v f u f l

→+∞ →+∞
= = 

  مثال .2

ܖ࢜نضع  ൌ  ට
૛ܖା૚
ା૛ܖ

  INمن  nلكل  

࢔࢛: حيث  IN  :vn = f(un)من  nلدينا لكل  ൌ  
૛࢔ା૚
ା૛࢔

ሺ࢞ሻࢌو   ൌ √࢞  

ܖ׊ሺ، و  ]∞+.0]معرفة على  fالدالة  א ; ሻۼ۷ ܖܝ א ሾ૙;൅∞ሾ  

: بما أن 

122 1lim lim lim 222 1
nn n n

n nu
n

n
→+∞ →+∞ →+∞

++
= = =

+ +
  

limفإن  2متصلة في  fو  2nn
v

→+∞
=  

  الواضح من  110ص  30تمرين  .3

ܖܝ: ب  *INمن  nالمعرفة من أجل كل  n(un)نعتبر المتتالية  ൌ ࢔࢏࢙ ቀ࣊
૜
൅ ૚

࢔
ቁ 

limأحسب  nn
u

→+∞
  


