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 لدوال اللوغاريتمية اَ 
  1الحصة رقم 

I. دالة اللوغاريتم النيبيري 
 نشاط .1

: بما يلي ]∞+,0[المعرفة على  fنعتبر الدالة 
x

xf 1)( =.  

  ؟ ]∞+,0[تقبل دوال أصلية على المجال    fلماذا 
 الحل .2

 
 تعريف .3

الدالة الأصلية للدالة 
x

x 1
 ھا ھوتسمى دالة اللوغاريتم النيبيري، و رمز 1و التي تنعدم في  ]∞+,0[على   →

ln.  
 نتائج مباشرة .4

   ]∞+,0[ھي   lnمجموعة تعريف الدالة  •

)و  ]∞+,0[قابلة للاشتقاق على المجال   lnالدالة  • )
x

xx 1)(ln'; =]0,+∞[∈∀   

  .]∞+,0[تزايدية قطعا على المجال   lnالدالة  •
                                                                          لدينا ]∞+,0[من   bو  aلكل : أي 

)ln()ln(
)ln()ln(

baba
baba

=⇔=
<⇔<

  

      lnإشارة الدالة  .5
ln( ) 0 1
ln( ) 0 1
ln( ) 0 0 1

x x
x x
x x

= ⇔ =
> ⇔ >
< ⇔ < <

   

  تمرين تطبيقي .6
   ln(2x)=ln(x²+1) : (E)المعادلة  IR حل في  .1
   ln(x-1)-ln(3x+1) < 0 : (I)المتراجحة  IRحل في  .2

  الحل .7
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  2الحصة رقم 

II. خصائص جبرية 
 نشاط .1

 F(x)=ln(ax)-ln(x)-ln(a) :بما يلي ]∞+,0[المعرفة على المجال  xللمتغير الحقيقي  F نعتبر الدالة العددية
 .حقيقي موجب قطعا )عدد(بارامترaحيث 

 .]∞+,0[من  xلكل  F’(x)=0و أن . ]∞+,0[قابلة للإشتقاق على  Fبين أن  .1
 .]∞+,0[من  xلكل  F(x)=0 استنتج أن  .2
 استنتج نص الخاصية الجبرية الأساسية المحصل عليھا .3

 الحل .2
 

 الخاصية الأساسية .3
   ln(ab)=ln(a)+ln(b)لدينا  ]∞+,0[من  bو  aلكل 

 نشاط .4

)لاحظ أن  .1 ) 11;[]0, =×+∞∈∀
a

aa  و استنتج أن( ) )ln(1ln;[]0, a
a

a −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+∞∈∀ 

⎟احسب  .2
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

b
aln  بدلالةln(a)  وln(b)  

) :.لدينا  a>0لكل  بين بالترجع أن  .3 ) ln(a)n )ln(a; n =∈∀ INn 
):.لدينا  a>0لكل استنتج أن  .4 ) ln(a)n )ln(a; n =∈∀ −Zn 

): لدينا  a>0بين أن لكل  .5 )
1
n 1* ; ln a  ln(a)

n
n IN

⎛ ⎞
∀ ∈ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
لاحظ أن . 

1 n

na a
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

)استنتج أن  .6 ) r; ln(a ) r ln(a)r Q∀ ∈ = 
 أكتب نص الخاصيات المحصل عليھا .7

 خاصية  .5
    لدينا  Qمن  rو لكل  ]∞+,0[من  bو  aلكل 

( )
)ln(

2
1ln

)ln(ln

)ln()ln(ln

)ln(1ln

aa

ara

ba
b
a

a
a

r

=

=

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

  

 ملاحظة .6
    :فإن xy>0إذا 

yx
y
x

yxxy

lnlnln

lnln)ln(

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+=

   

xx  :فإن x>0إذا كان  ln2²)ln( =  
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 3الحصة رقم 

  1تمرين  .7

: حدد مجموعة تعريف كل من الدالتين المعرفتين ب 
x

xxf
ln

)( )و  = ) xxxg ln1)( −=  

   2تمرين  .8

)كل من الأعداد  ln3و  ln2أكتب بدلالة  )3 312ln
16
27ln6ln وو ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 

   3تمرين  .9
  :المعادلات و المتراجحات التالية IRحل في 

                                             

3lnln)2ln(
0)23ln(

)3ln(2)²1ln(
0)ln()12ln(

≥++
<+
=−

=−−

xx
x

x
xx

  

   



 الدوال اللوغاريتمية 7 juin 2009 

http://www.meljohra.ift.cx 
meljohra@gmail.com 

 
 

 4الحصة رقم 

III.  الدالةln و النھايات 
 خاصية مقبولة .1

=∞+ نقبل أن
+∞→

x
x

lnlim
  

 نتيجة  .2
−∞=

+→
x

x
lnlim

0
 

  برھان .3

=∞−لحساب 
+→

x
x

lnlim
0

   نضع 
x

X 1
  و ∞+يؤول إلى  Xفإن  +0إلى  xعندما يؤول  =

−∞=

−=

=

+∞→

+∞→+→

X
X

x

X

Xx

lnlim

1lnlimlnlim
0

 

 نشاط .4
xxxf: بما يلي  ]∞+,1[المعرفة على  fأدرس تغيرات الدالة  .1 ln)( −=  
)استنتج أن  .2 )1 ; 0 lnx x x∀ > < <  

)بين أن  .3 )1 ; 0 ln 2x x x∀ > < <  

lnlimاستنتج أن  .4 0
x

x
x→+∞

=  

 الحل .5
 خاصية .6

0lnlimلدينا  =
+∞→ x

x
x

 .   
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  5الحصة رقم 

IV. نھايات اعتيادية أخرى 
  خاصية .1

0lnlim
0

=
+→

xx
x

1و  
1

lnlim
1

=
−→ x
x

x
1ln(lim(1و  

0
=

+
→ x

x
x

  

( )*;0)ln(lim
0

INnxx n

x
∈∀=

+→
  

( )*;0lnlim INn
x

x
nx

∈∀=
+∞→ 

  برھان .2
 تمرين .3

⎟: أحسب النھايات التالية
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+∞→ x
x

x

11lnlim  وx
xx

ln
²

1lim
0

+
+→

)و   )²lnlim xx
xx→

)و  )
x
x

x

3lnlim
+∞→  

 الحل .4
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  6الحصة رقم 

V.  دراسة الدالة ln 
 eالعدد  .1

   0,+∞[)=IR[)ln نحو  ]∞+,0[متصلة و تزايدية قطعا من  lnلدينا الدالة 
  eنرمز له بالرمز . ]∞+,0[تقبل حلا وحيدا في المجال  lnx=1حسب مبرھنة القيم الوسيطية المعادلة 

 تمرين تطبيقي .2
)بين أن  ) ( ) rexrxQrx =⇔=∈∀>∀ ln;;0 

المعادلة  IRحل في 
2
3)12ln( =−x  

   ln(-x+3)>2المتراجحة  IRحل في 
 الحل .3
 ملاحظة .4

  .ln(er)=rعدد جذري لدينا  rلكل 
 جدول التغيرات

X 0  1  e  +∞ 
Ln’(x) + 

ζln 
-∞ 

 0 
 

1 
 +∞ 

 
 الفروع اللانھائية .5

0lnlimلدينا  =
+∞→ x

x
x

  +∞يقبل فرعا شلجميا في اتجاه محور الأفاصيل بجوار  lnإذن منحنى الدالة  

=∞−لدينا 
+→

x
x

lnlim
0

  .ln إذن محور الأراتيب مقارب لمنحنى الدالة   

  lnمنحنى الدالة  .6
   y=x-1 : (TA)ھى  A(1,0)في النقطة  (ζln)معادلة مماس المنحنى 

x : ھي B(e,1)في النقطة  (ζln)معادلة مماس المنحنى 
e

y 1
= :(TB)  
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  7الحصة رقم 

VI. المشتقة اللوغاريتمية لدالة 
 نشاط .1
 1خاصية  .2

)(ln)(: الدالة المعرفة ب fنضع  xuxf =.  
و  Iقابلة للإشتقاق على المجال  f، فإن الدالة  Iو لا تنعدم على  Iدالة قابلة للإشتقاق على مجال  u إذا كانت

): أي uدالتھا المشتقة ھي المشتقة اللوغاريتمية للدالة  )
)(
)(')(';

xu
xuxfIx =∈∀  

 تعريف .3
):  Iو لا تنعدم على  Iدالة قابلة للإشتقاق على مجال  uلتكن  ) 0)(; ≠∈∀ xuIx  

الدالة 
)(
)('

xu
xux على المجال  uتسمى المشتقة اللوغاريتمية للدالة ) uھي الدالة المشتقة للدالة  ’uحيث (  →

I. 
 مثال .4

  .u(x)=3x²+5: المعرفة ب  uالمشتقة اللوغاريتمية للدالة لنحدد الدالة 
   IRو لا تعدم على  IRقابلة للإشتقاق على  uالدالة 

ھي  IRعلى  uإذن المشتقة اللوغاريتمية للدالة . IRمن  xلكل  u’(x)=6xلدينا 
5²3

6
+

→
x

xx  

 2خاصية  .5
  .Iو لا تنعدم على المجال  Iدالة قابلة للإشتقاق على مجال  u لتكن

: الدوال الأصلية للدالة 
)(
)('

xu
xux cxux: ھي الدوال  Iعلى  → +→ )(ln  حيثc  ثابتة حقيقية  

 أمثلة .6

للدالة المعرفة ب الدوال الأصلية 
12

2)(
+

=
x

xf  على المجال⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤ −

∞−=
2
1,Iھي الدوال المعرفة ب :

IRccxxF ∈++= ;12ln)( 

الدوال الأصلية للدالة 
x
xxx

cos
sin)tan( ⎣⎢على المجال →=

⎡
⎥⎦
⎤−=

2
,

2
ππIھي الدوال المعرفة ب :

IRccx ∈+ ;cosln.  
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 1تمرين  .7
  :في كل حالة من الحالتين Iعلى المجال  fحدد الدوال الأصلية للدالة 

2
)(; 4

3

+
==

x
xxfIRI 

] [
xx

xfI
ln
1)(1,0 ==  
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   8الحصة رقم 

   2006عن دورة يونيو :  2تمرين  .8
  . g(x)=ln(x+1)-x: ب ]∞+,0]المعرفة على المجال   gنعتبر الدالة 

  .]∞+,0]تناقصية قطعا على المجال  gثم بين أن  ]∞+,0]من  xلكل  g’(x)أحسب  .1
)استنتج أن  .2 )[0, [ ( ) 0x g x∀ ∈ +∞ ≤   
  .]∞+,0]من  xلكل  ln(x+1)<x>0: بين أن  .3

⎟: المعرفة ب fنعتبر الدالة 
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

+=
1
1ln)(

x
xxxf و(ζf) منحناھا في م م م.  

[ھو  fبين أن حيز تعريف الدالة  .4 [ ] [+∞−∞−= ,11, ∪Df  
  فردية fبين أن الدالة  .5
limأحسب النھايتين  .6 ( )

x
f x

→+∞
و 

1
lim ( )
x

f x
→ +

  

): بين أن  .7 )
1²
3²)(',

−
−

=∈∀
x
xxfDfx و استنتج تغيراتf  1[على المجال,+∞[   

  .(ζf)مقارب مائل للمنحنى  y=xالذي معادلته  )Δ(تحقق من أن المستقيم  .8

⎟ادرس إشارة  .9
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

1
1ln

x
x  يمكنك ملاحظة أن :( )

1
21

1
1,

−
+=

−
+

∈∀
xx

xDfx  

 .)Δ(و المستقيم  (ζf)استنتج الوضع النسبي للمنحنى  .10
)في المعلة المتعامد الممنظم  (ζf)أنشئ  .11 ); ;O i j

JG JJG
3خذ (  )و  ≈1,7 )3 3f ≈ (  
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  الحل .9
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  9 رقم الحصة

VII.  دالة اللوغاريتم للأساسa   
 تعريف .1

  1عددا حقيقيا موجبا قطعا و مخالفا ل  aليكن 
: بما يلي  ]∞+,0[و المعرفة على  logaھي الدالة التي يرمز لھا بالرمز  aدالة اللوغاريتم للأساس 

a
xxa ln

ln)(log =  

 نتائج .2

loga(a)=1  ،
a

ea ln
1)(log = ،loga(1)=0  ،loge(x)=lnx  لكلx   0[من,+∞[   

  .eدالة اللوغاريتم النيبيري ھي دالة اللوغاريتم للأساس 
 خاصيات .3

 لھما نفس الخاصيات الجبرية logaو  lnالدالتين 
( ) ( )00 >∀>∀ yx     و{ }( )1* −∈∀ +IRa و( )Qr∈∀لدينا  

 

( ) )(loglog

)(log)(loglog

)(log)(log)(log

xrx

yx
y
x

yxxy

a
r

a

aaa

aaa

=

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+=

  

 دالة اللوغاريتم العشري .4

a. تعريف 
  أي .  log10عوض  logو تكتب  10دالة اللوغاريتم النيبيري ھي دالة اللوغاريتم للأساس 

( )
10ln

ln)log(0 xxx =>∀ 

  aدراسة دالة اللوغاريتم للأساس  .5

)و  ]∞+,0[قابلة للإشتقاق على  logaالدالة  ) ( )
ax

xx a ln
1)('log0 على  loga’(x)و منه إشارة  ∀<=

  :ومنة الحالتين ln(a)ھي إشارة  ]∞+,0[
  :الحالة الأولى

  
0<a<1 

x 0  +∞ 
Loga’(x)  - 

loga 

+∞

-∞
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  :الحالة الثانية

  
a>1 

x 0  +∞ 
Loga’(x)  + 

loga 

-∞ 

+∞
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  10الحصة رقم 

 مرين تطبيقيت .6
  :المعادلتين IRحل في  .1

a. Log 3(2x-1)=1+log3(x)   
b. Log(x)+1=log(x+3)   

  :المتراجحتين IRحل في  .2
a. Log(3x-2)<log(x+3)   
b. Log1/2(2x+1)≥log1/2(x+4)  

  الحل .7


