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#ی� ا!�  ��ون ا���ه����        


(� !)	 م'&%                      ���� ���	 ���� ���	 ���� ���	 ���� ���	
���
�� ����������
���
�� ����������
���
�� ����������
���
�� ����������            

	� :����ى     �� �
   �ا���آ���ر�ا���� ا����


� و ا��
�ة و ا�رض��	� �	�م ( ��!
  )ا�#	�م ا�!را�
� و ا�#	�م ا�"
  

  ا4م��ادات  ا��1�2(�ت ا��1!�0  ا�0�رات ا��)�.%ة  م��#ى ا��رس
 

� ���
&�ی� م��� 

���ت 
&�ی� ������ا

   ا��%ج��5 

� ���  ت�0رب م���

�  9�
ا�5����ت 
 ا�)&�ی�ت

  ا�)&�ی�ت وا��%ت�� �

  م;�دی: ا���0رب �

  م������ت  ��� �

  

ا	��
���  	��ت ا	����ا�����ل   �

و ا	������ و ا	������ �� 

�� 	����	��ت م� ا	��� �درا�� أم

 :
1

n
n

n

au b
u

cu d
+

+
=

+
  و 

1n n
u au b+ = + 

�   ���
ا�����ل  ا	����	��ت ا	��

  وم'�دی& ا	�%�رب �� ا	���ی�ت

ت��ی� ن��ی� م���	�� م� ا	���  �

( )1n nu f u+ ) ح�* = )f I I⊂  

�� م,�ل  fو - ��   I دا	� م�'

ن��ی� م���	�� �� ح� ا�����ل  �

�.�  م���1 م� م,�0ت م/�

  

 

  ن��ی�ت ا	�وال ا	��دی� �

و ا	����	��ت ا	������  �

 ا	����	��ت ا	������

 رت��� م���	�� �

م���	�� م�34رة  �

 رة وم��ودةوم'35

  

  

  

درا�� 

و�6��ت 

 م�%�7� م�

م,�0ت 

 �.� م/�

  

  

I. ا� ����	ت ������

�ا� ���� 

  :أح�8 ا	���ی�ت ا	��	��  : ت�&��ي ت�%ی�

lim
x

x
→+∞

2      و    
lim
x

x
→+∞

3     و    
lim
x

x
→+∞

7       و   
lim
x

x
→+∞

limو     
x

x
→+∞

     

1
lim
x x→+∞

     و    
2

1
lim
x x→+∞

       و   
6

1
lim
x x→+∞

و       
1

lim
x x→+∞

     

   9�  :  �@ن�� ن�'� -�9 ن��1? م����� � أو 
<ء م� �و	�3ن ا	����	��  ا	��دی� ه� ن3ع م� ا	�وال ا	��دی�  م���� -

���� :   
  ���
) :ا	����	��ت ا	�� )n   و   ( )2n   و    ( )3n   و   ( )n  و     ( )pn *�ح p 4p و�∋ ≥   

  ∞+ ا	n 9 -��م� تAول ∞+تAول ا	9 

lim:   ون��8 
n

n
→+∞

= 2      و  ∞+
lim

n
n

→+∞
= lim       و    ∞+

p

n
n

→+∞
= lim       و   ∞+

n
n

→+∞
= +∞   

  4: م@آ%ة ر<= 
 


���:ا����ذ 	
���
  
 



 


	: ا����ذ���
 ���
 7 م� ����2                           

    ���
1 :ا	����	��ت ا	��

n

 
 
 

   و   
2

1

n

 
 
 

    و   
3

1

n

 
 
 

1   و  
p

n

 
 
 

1و   

n

 
 
 

p   ح�*  4p و�∋ ≥   

  ∞+ ا	n 9 -��م� تAول 0تAول ا	9 

و  :         ون��8 
2

1
lim 0

n n→+∞
       و    =

1
lim 0

pn n→+∞
      و    =

1
lim 0

n n→+∞
=   

  :أح�8 ا	���ی�ت ا	��	��  :  ت'(�0	 ت�%ی�
1

lim 3
n n→+∞

      و    +
3

4
lim 7

n n→+∞

−
     و    −

4
lim 5

n n→+∞
       و   +

2
lim

n n→+∞
و       

7

8
lim

n n→+∞
  

5
lim 3

n
n

→+∞
61 و   −

lim
2n

n
→+∞

9     و   −
lim 2

n
n

→+∞
و     

9

4
lim 13

n n→+∞
+  

II.  ������ت��رب م 

 ���	( )nu �-�دی ��	م���    

)����	�� ن%3ل إن ا	 • )nu ت Dن��ی%�4م�%�ر�� إذا آ�ن  ��م��� � l  

)ن%3ل إن ا	����	�� • )nu Dم�%�ر��   م��4-�ة إذا آ�ن ��G   أيlim
n

n
u

→+∞
= limأو ∞+

n
n

u
→+∞

= )أو ∞− )nu�ن��ی ��	 I�	  

  :ت ا	��	�� ا	����	��ت ا	��%�ر��ح�د م� ���  ا	����	�� :م��ل 
4

lim 5
n

n
n→+∞

−
      و    +

3

2 3
lim 1

n n n→+∞

−
+      و    +

5
lim 4

n
n

n→+∞
−     

 ����  :  ���	( )nu -�دی� و ��	م���  l��%�%دا ح�-   

• lim
n

n
u l

→+∞
limی��� = 0

n
n

u l
→+∞

− =  

• lim
n

n
u l

→+∞
limی��� = 0n

n
u l

→+∞
− =  

)ن���4 ا	����	�� ا	��دی�    :   ت�%ی� )nu �	��	آ� �����	ا             :
1

1

1

1

n
n

n

u
u

u

u

+


=

+
 =

n
∗∀ ∈�  

)ا	����	�� ا	��دی� ون���4  )nv �	��	آ� �����	ا  :
1

n

n

v
u

=   n
∗∀ ∈�  

أح�8  )1
2

u أن    و ��0   �
n

u ≠   n
∗∀ ∈�  

أح�8    )2
1n n

v v+ ) و ا����? 4M��� ا	����	�� − )nv 

أآ�8  )3
n

v �	0��  n  

ا����?   )4
n

u �	0�� n 

lim :ح�8 ا	���ی�ت ا	��	��  )5
n

n
v

→+∞
  , lim

n
n

u
→+∞

  

III. ت ��� ا������ت���
 ا��

 ���	( )nu و ( )nv و  ��-�دی� ����	م��� l و l′ و   α��%�%أ-�ادا ح  

  ت ا	��دی� ه� ن.��� -�9 ا	�وال ا	��دی�ا	�����ت -�9 ا	����	��

  
 :ا���F و ا�E%ب .1
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−∞

  

−∞

  

+∞

  

−∞

  

+∞

 

l

  

lim nu

  

+∞

  

−∞

  

+∞

  

l

  

l

 

l′

  

lim nv

  

  دش�� G�� م��

  

  
−∞  

  
+∞  +∞  +∞  l l′+

  

( )lim n nu v+

  

  

∞

  

+∞

  

−∞

  

+∞

  

−∞

  

−∞

  

+∞

  

+∞

 

l

  

lim nu

  

0

  

−∞

  

−∞

  

+∞

  0l ≺

  

0l �

  

0l ≺

  

0l �
 

l′

  

lim nv

  

  دش�� G�� م��
  

−∞  +∞  +∞  +∞  −∞  
  

−∞  +∞  
l l′×

  

( )lim n nu v×

  

 :ا���0#ب .2
  

−∞

  

+∞

  

0
−

  

0
+

  

0l ≠

  

lim nu

  

0
−

  

0
+

  

−∞

  

+∞

  1

l

  

1
lim

nu

  

 :ا��Iرج .3

0
  

∞

  l

 

0l ≺

  

−∞

  0l �

  

0l ≺

  

0l �

  

l

  

lim nu

  
0

  

∞

  

∞

 

−∞

  0l ≺

  

−∞

  

+∞

  

+∞

  

0l′ ≠

  

lim nv
  

  دش�� G�� م��
  

  دش�� G�� م��
  

0  0
+  

  
+∞  0

−  0
−  

  
0

+  l

l′

  lim n

n

u

v

  

lim:  أح�8 ا	���ی� ا	��	��    :   ��لم 2
n

n n
→+∞

− 

,       :       أح�8 ا	���ی�ت ا	��	��    :   ت�%ی�

2

1
5

lim
7

3
n

n

n

→+∞

+

−

       ,  3 2
lim 4 5 3 1

n
n n n

→+∞
− + −    ,      

3 5
lim 6 2 7 9

n
n n n

→+∞
− + −   ,   

9 3
lim

3 5n

n

n→+∞

−

+
   ,       

2
6 9

lim
3 1n

n

n→+∞

−

+
      , 

2

5

1
lim

3 4n

n

n n→+∞

+

+ −
       

  
       

 
2

3

7 1
lim

14 5 9n

n

n n→+∞

+

− +
    ,    ( ) ( )

2 2

lim 1 1
n

n n
→+∞

+ − −  ,     lim 2
n

n n
→+∞

+ −    ,  2
lim 1

n
n n n

→+∞
+ + −  
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  :مKح.�   
  � اSآ�4 در
�ن��ی� م���	�� ح�ودی� ه� ن��ی� ح�ه �
� �
 .ن��ی� م���	�� 
Vری� ه� خ�رج ن��ی� ح�ی�� اSآ�4 در

)ن���4 ا	����	�� ا	��دی�    :   ت�%ی� )
2n n

u
≥

1:             ا	����� آ�	��	� 

2

2
1

1

1

n n
u u

n

u

+

  
= +  

− 
 =

2n∀ ≥  


X أن     )2��	�� ��� 
( )1

2
n

n n
u

−
=   2n∀ ≥  

lim  :ا����? )3
n

n
u

→+∞
  

)ن���4 ا	����	�� ا	��دی�    :   ت�%ی� )nu �	��	آ� �����	ا     :
( )1

n

n
u

n

−
=n

∗∀ ∈�  

lim :أح�8 .1
n

n
u

→+∞
  

) :ا����?  .2 )lim3 2 1
n

n
n

→∞
+ −  

IV. ا������ت��وا���ت   

����   
 ���	( )nu و ( )nv و ��م�%�ر��  ��-�دی� ����	م��� l و l′  *��� ���%�%دی� ح�-  lim

n
n

v l
→+∞

′=  , lim
n

n
u l

→+∞
=  

•  Dإذا آ�ن :
n n

u v≥ ن��  :l l′≥  

0: إذا آ�ن  •
n

u 0l: ��ن � ≥   

)ت��     : ت�%ی� )nu و ( )nv ����	*  م������  ��دی��-  :
1

3
n

u
n

=     و  −
1

3
n

v
n

= +  n
∗∀ ∈�  


X أن     .1��	�� ���
n n

u v≺     n
∗∀ ∈�  

�Y   limرن  .2
n

n
v

→+∞
lim    و  

n
n

u
→+∞

  

V. ا����رب �  م��د�

����   
 ���	( )nu و ( )nv و  ��-�دی� ����	م��� l و α *��� ���%�%0  -�دی� حα �   

 Dإذا آ�ن :n nv l uα− ≤  n p∀ lim  و  ≤ 0
n

n
u

→+∞
)ا	����	��  :   ��ن = )nv  م�%�ر�� و lim

n
n

v l
→+∞

=  

����  : ���	( )nu و ( )nv  و ( )nwت  -�دی��	م���  �  

 Dإذا آ�ن :
n n n

w u v≺ ≺ n p∀ lim  و  ≤ lim
n n

n n
v w l

→+∞ →+∞
= )ا	����	��  :   ��ن = )nu  م�%�ر�� و lim

n
n

u l
→+∞

=  

:  أح�8 ا	���ی� ا	��	��    :   م��ل
sin

lim
n

n

n→+∞
    

)ن���4 ا	����	�� ا	��دی�    :   �ت�%ی )nu �	��	آ� �����	ا     :
3

sin
3

n

n
u

n
= +n

∗∀ ∈�  

lim: ��� أن  3
n

n
u

→+∞
=  

)ن���4 ا	����	�� ا	��دی�    :   ت�%ی� )nu �	��	آ� �����	ا  :   
( )

1

3 sin
nu

n n
=

−
   n

∗∀ ∈�  

lim: ��� أن  0
n

n
u

→+∞
=   

���� :  ���	( )nu و ( )nv و  ��-�دی� ����	م��� α *��� �%�%0  -�د حα �  
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  �  Dإذا آ�ن :
n n

v uα≥  n p∀ lim  و  ≤
n

n
u

→+∞
= lim :   ��ن ∞+

n
n

v
→+∞

= +∞  

�  Dإذا آ�ن :
n n

v uα≤  n p∀ lim  و  ≤
n

n
u

→+∞
= lim :   ��ن ∞−

n
n

v
→+∞

= −∞  

)ن���4 ا	����	�� ا	��دی�    :     : م��ل )nv �	��	آ� �����	ا     :( )1 1
n

n
v n= + + −n∀ ∈�  

)ن���4 ا	����	�� ا	��دی�    :   ت�%ی� )nv �	��	آ� �����	ا     :( ) 24
2 1 2

3

n

n
v n= − + +    n∀ ∈�  

24: ��� أن  .1

3
n

v n≥  n∀ ∈�  

lim:  ا����?  .2
n

n
v

→+∞
  

)ن���4 ا	����	�� ا	��دی�    :   ت�%ی� )nv �	��	آ� �����	3:     ا 5sin
n

v n n= +    n∀ ∈�  

3 :��� أن  .1 5
n

v n≥ −  n∀ ∈�  

lim:  ا����?  .2
n

n
v

→+∞
  

)ن���4 ا	����	�� ا	��دی�    :   ت�%ی� )nv �	��	آ� �����	4:     ا 3cos
n

v n n= − +    n∀ ∈�  

4 :��� أن  .1 3
n

v n≤ − +  n∀ ∈�  

lim:  ا����?  .2
n

n
v

→+∞
 

���� :  
  ه� م�%�ر��  و م�34رة  �آ� م���	�� ت<ای�ی .1
  آ� م���	�� ت��Y'��  و م'35رة  ه� م�%�ر�� .2

  :مKح.� 
    و ��	4�  ه� م�%�ر���آ� م���	�� ت<ای�ی .1
  آ� م���	�� ت��Y'��  و م3
4�  ه� م�%�ر�� .2

)ن���4 ا	����	�� ا	��دی�    :   ت�%ی� )nu �	��	آ� �����	1:             ا

0

2

1

n nu u

u

+
 = +


=
n∀ ∈�  

�0�� أن  .1 1
n

u≤ ≤    n∀ ∈� 

)أدرس رت��� ا	����	�� .2 )nu  

 م�ذا ن����?؟ .3

)ن���4 ا	����	�� ا	��دی�    :   ت�%ی� )nu �	��	آ� �����	ا       :
1

1
n

u
n

=
+

      n∀ ∈�       

)ا	����	��  ��� أن    .1 )nuوم'35رة ��'Yت��  

 م�ذا ن����?؟ .2

VI. ت  �ص���م����  

���  ) أ�����
&�ی� ا ( )n
a 

����  : ���	a��%�%دا ح�-   

1a: إذا آ�ن  .1 ):  ��ن � )na 9	ول إAت +∞   

1a: إذا آ�ن  .2 ):  ��ن = )na 9	ول إA1 ت   

1: إذا آ�ن  .3 1a− ≺ ):  ��ن ≻ )na 9	ول إA0 ت   

1a: إذا آ�ن  .4 ≤ )ا	����	�� :  ��ن − )na �ن��ی ��	 D��	   
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  :ح�8 ا	���ی�ت ا	��	�� [   :أم���   

lim 2
n

n→+∞
 ,  

2
lim

3

n

n→+∞

 
 
 

    ,  ( )lim 5
n

n→+∞
−   

)  :ح�8 ا	���ی�ت ا	��	�� أ   :   ت�%ی� )lim 0,7
n

n→+∞
       ,   ( )lim 2

n

n→+∞
       ,   ( )

1
lim 3

2

n

nn→+∞
−       ,      

( )lim 2
n

n→+∞
−       ,   ( )lim 4

n

n

−

→+∞
   ,   

( )

( )

5
lim

4

n

n
n→+∞

   ,      
( ) ( )

( )

3 2
lim

2

n n

n
n→+∞

+
    

2

2 2 5
lim 1

33

n

n nn→+∞

 
− + − 
 

     

( ) ( )lim 3 2
n n

n→+∞
+    

���ت�0رب  ) ب�����)  ا )nv  P��!( )n nv f u= 

���� :  ���	( )nu و ( )nv  ��-�دی� ����	م���   

 Dإذا آ�ن :( )nu م�%�ر��  ن��ی��� ��	م��� l و    f �� ��) 	����	��ا :   ��ن l دا	� م�' )nv *��� ( )n nv f u=   �م�%�ر�

)و ن��ی���  )f l  

)ن���4 ا	����	�� ا	��دی�    :      م��ل )nv �	��	آ� �����	ا     :
( )

( )

0,1
cos

0,1 4

n

n n
v

π +
=  

 + 

limأح�8        
n

n
v

→+∞
  


&�ی�  ) ج��������)  ا )
0n n

n
α

≥
 Pح�  α ∈� 

0α: إذا آ�ن  • ):  ��ن � )lim
n

n
α

→+∞
= +∞ 

0α: ذا آ�ن إ • ) : ��ن ≻ )lim 0
n

n
α

→+∞
=  

):  أح�8 ا	���ی�ت ا	��	��    :     م��ل )
4

3lim
n

n
→+∞

          ,   ( )
6

7lim
n

n
−

→+∞
)  و    ) ( )

3 1

5 3lim 4
n

n n
→+∞

− +  

���� :( )nu و ( )nv  ��-�دی� ����	م���   

 ���	f  م,�ل ��- ��) ���* �  م� I دا	� م�' )f I I⊂    

) 	����	��ا )nu  ول م�Sه� ا��� �����	ا I �Y]�	و ا  ( )1n nu f u+ =   

 Dإذا آ�ن :( )nu م�%�ر�� ��ن ��	ن��ی���  : م��� l �	د����):    ح� 	 )f x x=  

)ن���4 ا	����	�� ا	��دی�    :   ت�%ی� )nu �	��	آ� �����	ا    :
1

6n nu u+ = +   n∀ و       �∋
0

2u =    

�0�� أن  .1 3
n

u≤ ≤    n∀ ∈� 

)أدرس رت��� ا	����	�� .2 )nu  وا����? أن( )nu�م�%�ر�  

):  ا	����� ب fن���4 ا	�ا	�  .3 ) 6f x x= �9 ا	�,�ل +- [ ]0,3I = 

)��� أن   ) أ )f I I⊂ و أن  f  م,�ل ��- ��   I دا	� م�'

limأح�8  ) ب
n

n
u

→+∞
  

)ن���4 ا	����	�� ا	��دی�    :   ت�%ی� )nu �	��	آ� �����	ا    :
1n nu u+ =         n∀ و    �∋

0
4u =    

1. ��� X
1 أن ��	��
n

u ≥    n∀ ∈� 

)أدرس رت��� ا	����	�� .2 )nu وا����? أن ( )nu�وأح�8  م�%�ر�lim
n

n
u

→+∞
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  :مKح.�  
   ح�ودی� ه� ن��ی� ح�ه� اSآ�4 در
�م���	��ن��ی�  •

Vری� ه� خ�رج ن��ی� ح�ی�� اSآ�4 در
�م���	�� ن��ی�  •. 

   

  
  


