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الإتصال و النھایات

1الحصة رقم 

I.الإتصال في نقطة
نشاط.1

:الدالة العددیة التي تمثیلھا المبیاني ھو التاليfلتكن 

fحدد مجموعة تعریف الدالة .1
f(1)و f(0)و f(-2)أحسب .2
lim)(أحسب .3

1
xf

x 
lim)(و 

1
xf

x 

؟x0=1في النقطة fماذا تستنتج بخصوص اتصال الدالة .4

حل.2
.[2,2-]: ھو المجال fمن خلال الشكل حیز تعریف الدالة .1
f(1) = 1و f(0) = 3و f(-2)=1: لدینا.2

lim)(1لدینا .3
1



xf

x
lim)(3و 

1



xf

x

lim)(1)1(: نستنتج أن .4
1

fxf
x




x0=1دالة متصلة على الیمین في النقطة fو منھ 

lim)(3)1(و أن 
1

fxf
x




x0=1دالة غیر متصلة على الیسار في النقطة fو منھ 

.x0=1غیر متصلة في النقطة fخلاصة إن الدالة 

الإتصال في نقطةتعریف.3
.Iعنصرا من x0و Iدالة عددیة معرفة على مجال مفتوح fلتكن 

lim)()(إذا كان x0متصلة في النقطة fنقول إن الدالة  00
xfxf

xx




الإتصال على الیسار-الإتصال على الیمین تعریف.4
.h>0حیث ]x0,x0+h]دالة معرفة على مجال من شكل fلتكن 

lim)()(إذا كان x0متصلة على الیمین في النقطة fنقول إن الدالة  00
xfxf

xx




.h>0حیث [x0-h,x0[دالة معرفة على مجال من شكل fلتكن 
lim)()(إذا كان x0متصلة على الیسار في النقطة fنقول إن الدالة  00

xfxf
xx




1تمرین تطبیقي.5

O

1
j

2i-2 1

(ζf)3
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:بما یليIRالدالة العددیة المعرفة على fلتكن 
   

















2
7)0(

0;
²

13sincos)(

f

x
x

xxxxf

.x0=0متصلة في النقطة fبین أن الدالة 
الحل.6

: *IRمن xلدینا لكل 
   

x
x

x
x

x
xxxxf

3sin
²

1cos
²

13sincos)(









و حیث أن 
2
1

²
cos1lim

0



 x

x
x

33sinlimو 
0


 x

x
x

فإن 
2
73

2
1)(lim

0



xf

x

lim)()0(إذن 
0

fxf
x




.x0=0دالة متصلة في fو منھ فإن 

mailto:meljohra@gmail.com
mailto:meljohra@hotmail.com


http:// www.meljohra.ift.cx meljohra@gmail.com

meljohra@hotmail.comhttp://meljohra.ifrance.com Page 8

2الحصة رقم 

دالة الجزء الصحیح.7
a.تعریف

الذي یحقق nبالعدد الصحیح النسبي الوحید IRمن xدالة الجزئ الصحیح ھي الدالة التي تربط كل عنصر 
1 nxn نرمز لصورةx بھذه الدالة بالرمزE(x).

b.أمثلة
13/7-3207-5,62,3x

1-3107-62E(x)

c.التمثیل المبیاني للدالة الجزئ الصحیح

d.نتائج
:لدیناZمن nلكل 

nو غیر متصلة على الیسار في nدالة الجزئ الصحیح متصلة على الیمین في 
]n,n+1]دالة الجزئ الصحیح متصلة على المجال 

.nدالة الجزئ الصحیح غیر متصلة في 

0 1 2 3

1

2

-1
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3الحصة رقم 

II.الإتصال على مجال
نشاط.1

.[1,4]معرفة على المجال fدالة عددیة نعتبر في الشكل أسفلھ منحنى 

2على الیمین و على الیسار في fأدرس اتصال الدالة  )1
؟ستنتجماذا ت؟]1,4[من المجال aمتصلة في كل نقطة من fھل الدالة )2
2]على المجال fلندرس اتصال الدالة )3 :متبعین الخطوات التالیة [4;

a. ھل الدالةf ؟]2,4[متصلة على المجال
b. ھل الدالةf ؟2متصلة على الیمین في
c. ھل الدالةf ؟4متصلة على الیسار في
d. ماذا تستنتج بخصوص اتصال الدالةf ؟[2,4]على المجال

الحل.2
lim)(1و f(2)=1لدینا )1

2



xf

x
lim)(3و 

2



xf

x

lim)()2(ومنھ  
2

fxf
x




.2دالة متصلة على الیمین في النقطة fإذن 

lim)()2(و 
2

fxf
x




.2دالة غیر متصلة على الیسار في النقطة fإذن 

.]1,4[غیر متصلة على المجال f، و منھ نستنتج أن ]1,4[المجال من 2غیر متصلة في النقطة fالدالة )2
3(

a. الدالة ]2,4[على المجالf لأنھ تم إنشاء (متصلة(ζf)دون تقطع(
b. الدالةf 2(: لأن2متصلة على الیمین في()(lim

2
fxf

x




c. الدالةf (2)4(لأن 4متصلة على الیسار في(lim
4

fxf
x




)أنظر الشكل( 

d. من(a و(bو(c نستنتج أن الدالةf [2,4]متصلة على المجال.
تعریف.3

.Iإذا كانت متصلة في كل عنصر من Iمتصلة  على مجال مفتوح fنقول إن الدالة 
و متصلة على ]a,b[إذا كانت متصلة في كل عنصر من المجال المفتوح [a,b]متصلة  على مجال fنقول إن الدالة 

.bو متصلة على الیسار في النقطة aالیمین في النقطة 
ملاحظة.4

.[a,∞-[و ]∞+,a]و [a,b[و ]a,b]نعرف بالمثل اتصال دالة على كل من المجالات 

i

j

1 2 3 4O
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تمرین.5
:بما یلي[0,1]الدالة المعرفة على المجال hلتكن 

























1,
2
1;

46
71)(

2
1,0;

4
1²3)(

x
x

xh

xxxxh

.[0,1]متصلة على المجال hبین أن الدالة 
الحل.6

الدالة 
4
1²3  xxx متصلة علىIR )0,1/2]و بالخصوص على المجال ) كدالة حدودیة[.

الدالة 
46

71



x

x متصلة علىIR-{-2/3} )و بالخصوص فھي متصلة ) كدالة جذریة متصلة على حیز تعریفھا

]1/2,1]على المجال 
:x0=1/2في النقطة على الیسار hیبقى أن ندرس اتصال الدالة 

0: لدینا
4

2
16

71
2
1








 







h 0و

4
1²3lim)(lim

2
1
2
1

2
1
2
1










xxxh

x

x

x

x

و منھ 









 2
1)(lim

2
1
2
1

hxh

x

x
.x0=1/2دالة متصلة على الیسار في النقطة hو ھذا یعني أن 

.[0,1]متصلة على المجال hنستنتج إذن أن 
اتصال الدوال الإعتیادیة.7

xxو xxالدوال الحدودیة و الدوال الجذریة و الدوال  cos وxx sin متصلة على كل مجال ضمن
.حیز تعریفھا
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4الحصة رقم 

III.صورة مجال بدالة متصلة
1مثال .1

I = [1لنحدد صورة المجال f(x) = x²نضع  ;2]

اضغط ھنا
f(I) = [1نستنتج أن  ;4] = [f(1) ;f(2)] و ذلك لأن الدالةf تزایدیة على المجالI=[1 ;4]

2مثال .2
J = [-3لنحدد صورة المجال f(x) = x²نضع  ;-1]
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f(J) = [1نستنتج أن  ;9]= [f(-3) ;f(-1)] وذلك لأن الدالةf تناقصیة قطعا على المجالJ=[-3 ;-1]
اضغط ھنا

mailto:meljohra@gmail.com
mailto:meljohra@hotmail.com


http:// www.meljohra.ift.cx meljohra@gmail.com

meljohra@hotmail.comhttp://meljohra.ifrance.com Page 13

3مثال .3

f(K) = [0نستنتج أن  ;4] = [m ; M]
: حیث

0]على المجال fھي القیمة الدنیا للدالة m=0حیث  ;4]
0]على المجال fھي القیمة القصوى للدالة M=4و  ;4]

تمرین تطبیقي.4
.IRمعرفة على fمنحنى دالة (ζf)لیكن 

1

1

-1

-2 0

(ζf)

x

y
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: fحدد صور المجالات التالیة بالدالة 
[-2 0]و [0; ∞-[و ]∞+; ;1]

الحل.5

:لدینا 
f([-2,0])=[-1,0]

f([0,+∞[)=[-1,1[
f(]-∞,1])=[-1,+∞[

استنتاج.6
:فإن[a,b]دالة متصلة على المجال fإذا كانت 

f([a,b])=[m,M]
.[a,b]على المجال fھي القیمة الدنیا للدالة mحیث 

.[a,b]على المجال fھي القیمة القصوى للدالة Mو 
حالة دالة متصلة و رتیبة قطعا.7

f(I)=Jالمجال Iالمجال fرتابة الدالة 

f دالة تزایدیة قطعا على
I

[a,b][f(a),f(b)]
[a,b[ )(lim),( xfaf

bx 

]a,b] )(),(lim bfxf
ax 

]a,b[ )(lim),(lim xfxf
bxax 

f دالة تناقصیة قطعا
Iعلى 

[a,b][f(b),f(a)]
[a,b[ )(),(lim afxf

bx 

]a,b] )(lim),( xfbf
ax 

]a,b[ )(lim),(lim xfxf
axbx 

خاصیة.8
صورة قطعة بدالة متصلة ھي قطعة

مجالصورة مجال بدالة متصلة ھي 
مضاد مثال.9

مجال؟J؟ ھل )دالة الجزئ الصحیح(Eبالدالة ]0,2]صورة المجال Jحدد 
الحل.10

ة وھو لیس بمجال ومنھ دالة الجزئ الصحیح لیست متصلة لأنھ لو كانت متصلة لكان صورE([0,2[)={0,1}: لدینا 
4أنظر الخاصیة . مجال أیضا مجال
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5الحصة رقم 

تمرین .11

: الدالة العددیة المعرفة بما یلي fلتكن 
12
43)(




x
xxf

على المجال fو ادرس رتابة fحدد مجموعة تعریف الدالة 



 

2
1,

حدد صورة المجال 



 

2
.fبالدالة ,1

الحل.12

لدینا 



 






 
 ,

2
1

2
1,Df

: لدینا     0
²12

5
²12x

1
4

2
3

)(' 







x

xf وذلك لكلx منDf . و بالخصوص لكلx من



 

2
1,

دالة تناقصیة قطعا المجال fإذن 



 

2
1,

:نستنتج إذن أن





 

































 










2
3,

)(lim),(lim
2
1,

2
1
2
1

xfxff
x

x

x

و ذلك لأن 







)(lim

2
1
2
1
xf

x

x
و 

2
3)(lim 


xf

x

IV.دالتینمركباتصال
دالتین عددیتینgو fلتكن 

.Iمتصلة على gofفإن الدالة Jضمن f(I)بحیث Jمتصلة على مجال gو Iمتصلة على مجال fإذا كانت 
1تطبیق .1

.IRمتصلة على g(x)=cos(x²+7x)المعرفة ب gبین أن الدالة العددیة 
1الحل .2

7²cos(7²(: عبارة عن تركیب دالتینgالدالة  cos xxxxx u  أيg=(cos)o u
كدالة حدودیةIRمتصلة على uالدالة 
IRالذي ھو ضمن u(IR)و بالخصوص على IRمتصلة على cosالدالة 

. IRمتصلة على gإذن 
خاصیة.3

Iدالة متصلة و موجبة على مجال fلتكن 
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)()(المعرفة ب gفإن الدالة  xfxg  متصلة علىI.
برھان.4

xxuو الدالة fھي تركیب الدالتین gالدالة  :
و حیث ]∞+,IR+ =[0متصلة على uو الدالة Iمتصلة على المجال fلدینا   ,0)(If لأنf دالة موجبة
.Iمتصلة على المجال g =uofفإن الدالة Iعلى 
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6الحصة رقم 

V.مبرھنة القیم الوسیطیة
مبرھنة.1

:فإن[a,b]دالة متصلة على المجال fنعلم أنھ إذا كانت 
f ([a, b])= [m, M]

f( c)=λ:      بحیث  [a,b]من cفإنھ یوجد على الأقل عدد حقیقي [m,M]من λو منھ لكل 
خاصیة.2

بحیث[a,b]من cیوجد على الأقل عدد حقیقي f(b)و f(a)بین λفإن لكل عدد حقیقي [a,b]متصلة على المجال fإذا كانت 
f( c)=λ

:الشكل

1نتیجة .3
.[a,b]تقبل حلا على الأقل في المجال f(x)=0فإن المعادلة f(a).f(b)<0و كان [a,b]متصلة على المجال fإذا كانت 

:الشكل 

تطبیق.4
I=[0,π]تقبل حلا على الأقل في المجال cos(x)=xبین أن المعادلة 

الحل.5
f(x)=cos(x)-xنضع 
Iكمجموع دالتین متصلتین على Iمتصلة على المجال fالدالة 
f(0)xf(π) < 0إذن f(π)=-1-π < 0و f(0)=1>0لدینا 

I=[0,π]تقبل حلا على الأقل في المجال  cos(x)=xأي المعادلة f(x)=0بالتالي المعادلة 

a

f(a)

f(b)
0 bc

(ζf)

λ

ba

f(a)

f(b)

c c’ c’’
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تمرین.6
g(x)=sinx + 2 cos(x): بما یليIRالمعرفة على gنعتبر الدالة 

g(π/2)<π/2و أن g(0)>0تحقق من أن 
.[π/2,0]تقبل حلا على الأقل في المجال g(x)=xأثبت أن المعادلة 

الحل.7
: التحقق 

g(0)=2 > 0 وg(π/2)=1<π/2.
h(x)=sinx + 2 cos(x)-xأي h(x)=g(x)-xنضع 
[π/2,0]متصلة على المجال hو بالتالي IRكمجموع دوال متصلة على IRمتصلة hالدالة 

h(0)xh(π/2) < 0و لدینا 
[π/2,0]تقبل حلا على الأقل في المجال h(x)=0إذن حسب مبرھنة القیم الوسیطیة المعادلة 

[π/2,0]تقبل حلا على الأقل في المجال g(x)=xالمعادلة أي أن 
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7الحصة رقم 

VI. طریقة التفرع الثنائي لتأطیر حلول المعادلةf(x)=0.
نشاط.1

f(x)=x3+x+1: بما یليIRالمعرفة على fنعتبر الدالة 
.f(IR)=IRو أن IRدالة متصلة و تزایدیة قطعا على fتحقق أن 

.IRفي αتقبل حلا و حیدا f(x)=0استنتج أن المعادلة 
ثم استنتج أن f(-1)و f(0)أحسب  0,1
f(-1/2)أحسب 

1/2-[أم إلى المجال ]1/2-,1-[ینتمي إلى المجال αھل  ؟ علل جوابك؟]0,
؟]1/2-,3/4-[حدد إشارة صورة مركز المجال 

> α > 0,75-: استنتج أن  ؟0,625-
؟αما ھي الدقة التي تم بھا تأطیر العدد 

الحل.1
كدالة حدودیةIRمتصلة على f(x)=x3+x+1الدالة المعرفة ب 

IRدالة تزایدیة قطعا على fو منھ IRمن xلكل f’(x)=3x²+1 > 0و لدینا 
و 

 
IR

xfxfIRf
xx







,

)(lim),(lim)(

lim)(0و IRمتصلة و تزایدیة قطعا على fالدالة  


xf
x

lim)(0و  


xf
x

إذن حسب مبرھنة القیم 

.IRفي αتقبل حلا وحیدا f(x)=0الوسیطیة المعادلة 
f(0)=1 وf(-1)=-1 إذن حسب م ق و 0,1

f(-1/2)=3/8

إذن حسب م ق و f(-1)xf(-1/2)<0لدینا 



 


2
1,1

مركز المجال 



 


2
.f(-3/4)=-11/64 < 0و . 3/4-ھو 1,1

إذن حسب م ق و لدینا f(-1/2) > 0و f(-3/4)<0لدینا 



 


2
1,

4
3

و مركز المجال 



 


2
1,

4
إذن حسب م ق و فإن f(-3/4)=-11/64 < 0و f(-5/8)=67/512 > 0و 5/8-ھو 3





 


8
5,

4
3  0,75-أي < α < -0,625

.0,125: دقة ھذا التأطیر ھي 
التجربة.2

المرغوب فیھاrإلى الدقة αتجربة بواسطة الحاسوب لتأطیر العدد 
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8رقم الحصة 

VII.الدالة العكسیة لدالة متصلة و رتیبة قطعا على مجال
خاصیة.1

Iتقبل حلا وحیدا في المجال f(x)=yالمعادلة f(I)من yفإن لكل Iدالة عددیة متصلة  و رتیبة قطعا على مجال fإذا كانت 
تعریف.2

)f )f(I)=Jبالدالة Iصورة المجال Jو لیكن . Iدالة عددیة متصلة  و رتیبة قطعا على مجال fلتكن 
.f-1و نرمز لھا بالرمز . fتسمى الدالة العكسیة للدالة f(x)=yبحیث Iمن xبالعنصر الوحید Jمن yالدالة التي تربط كل عنصر 

نتائج.3
:لدیناJ=f(I)دالتھا العكسیة،نضع f-1و لتكن . Iدالة عددیة متصلة  و رتیبة قطعا على مجال fلتكن 















Iy
xyf

Jx
yxf )()(1

  xxoffIx  )(1

  xxfofJx   )(1

خاصیلت الدالة العكسیة.4
:دالتھا العكسیة فإنf-1و Iدالة عددیة متصلة  و رتیبة قطعا على مجال fإذا كانت  

f-1 متصلة على المجالJ.
f-1 رتیبة قطعا على المجالJ و لھا نفس رتابةf على المجالI.

في معلم متعامد ممنظمy=xبالنسبة للمستقیم الذي معادلتھ fھو مماثل منحنى الدالة f-1منحنى الدلة 
:الشكل

تمرین.5

الدالة العددیة المعرفة على المجال fلتكن 



 ;
2
)(12: بما یلي 1  xxf

یتم تحدیدهJتقبل دالة عكسیة معرفة على مجال fبین أن الدالة 
.Jمن xلكل f-1(x)حدد 

.f-1و fالتمثیلین المبیانیین للدالتین (ζf-1)و (ζf)انشئ في المستوى المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم 
الحل.6

12الدالة   xx متصلة و موجبة على المجال



 ;
2
1

(ζf-1)

(ζf)
(D) :y=x
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متصلة على المجال fومنھ الدالة 



 ;
2
1

تزایدیة قطعا على المجال fالدالة 



 ;
2
1

:لأن

)'()(
1'212x

12x'12x0x'      x
2
1'

2
1

xfxf
x

xx










 





 

.Jتقبل دالة عكسیة معرفة على مجالfإذن 
:Jلنحدد 

 





























 





,0

)(lim,
2
1

,
2
1

)(

xff

f

IfJ

x

من xلكل f-1(x)لنحدد   ,0J

  





 

2
1y0x

: لدینا 

2
1²

²12
12

)()(1










xy

xy
xy

xyfyxf

و منھ  
2

1²)(f0 1- 

xxx

في نفس المعلم م م (ζf-1)و (ζf)إنشاء 
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9رقم الحصة 

VIII. دالة الجذر من الرتبةn
تمھید.1

*INمن nلیكن 

و f(0)=0لأن ( ]∞+,0]نحو ]∞+,0]متصلة و تزایدیة قطعا على المجال f(x)=xnالمعرفة ب fالدالة 


)(lim xf
x

 (

تقبل دالة عكسیةfإذن 
تعریف.2

*INمن nلیكن 

nو نرمز بالرمز nتسمى دالة الجذر من الرتبة ]∞+,0]على المجال f(x)=xnالمعرفة ب fالدالة العكسیة للدالة 

nالعدد  x یسمى الجذر من الرتبةn للعددx.

: و لدینا 















00 y
xy

x
yx nn

نتائج.3




n
x

xlim

    aaa n nn
 n a:0

:و منھ]∞+,0]تزایدیة قطعا على nالدالة 

   bababa nn  :00
   bababa nn  :00

nالعملیات على الجذور من الرتبة .4
+IRعنصرین من bو aو *INعنصرین من mوnلیكن 

nnn abba 

n
n

bb
11

 و
n

n
n

b
a

b
a
 حیثb>0

nmn m aa   وnmn m aa 
nو دالة الجذر من الرتبة fمركب دالة .5

.Iدالة موجبة على مجال fلتكن 
nفإن Iعلى دالة متصلةfإذا كانت  f متصلة علىi

lim)(0إذا كان 
0




lxf
xx

nnفإن 
xx

lxf 


)(lim
0

إذا كان 


)(lim
0
xf

xx
فإن 


n

xx
xf )(lim

0

أو على الیمین أو على الیسار∞یؤول إلى x0مع 

معادلات و متراجحات لا جذریة : تمرین .6
المعادلة IRحل في   243: 5 xE
المتراجحة IRحل في   232: 6 xF
الحل.7
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043معرفة إذا و فقط إذا كان (E )المعادلة  x أي
3
4
x

ومنھ 


































3
4
12
3
4

3243
3
4

243
243

5

5

x

x

x

x

x

x
x

S={12}ھي ( E )ومنھ مجموعة حلول المعادلة
032معرفة إذا وفقط إذا كان (F)المتراجحة  x أيx≥3/2











































2
67,

2
3
2
3
2

67
2
3

6432
2
3

232
232

6

6

x

x

x

x

x

x

x
x

.] S=[3/2 , 67/2ھي (F)و منھ مجموعة حلول المتراجحة 
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10الحصة رقم 

IX. القوى الجذریة *Qrrxلعدد حقیقي موجب قطعا
تعریف.1

نضع 
q
pr  عددا جذریا حیث *Zp و *INq وxعددا حقیقیا موجبا قطعا

qبحیث xrھو العدد المرموز لھ بالرمز rذات الأس xالقوة الجذریة للعدد  pq
p

r xxx 
مثال.2

63العدد 5لنكتب على شكل قوة أساسھا العدد  5²5 A
:لدینا

6
5

6
1

3
2

6
1

3
2

63

5

5

55

5²5











A

مقارنة و تبسیط أعداد تحتوي على : تمرین .3
n

4: قارن الأعداد  3a 5و 4b 10و 15c

بسط العدد 
 

3

35315 5

3
993 

A

الحل.4
المقارنة 

ppmc(4,5,10)=20لدینا 

    243333 5
54420420 




a

    256444 4
45520520 




b

    225151515 2
21010201020 




c

202020ومنھ  bac 
5410: أي  4315 

التبسیط 
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 

 

9
33

3²33

3
3²33

3
3²33

3
993

5 53

5

5 633

5

3
5 233 5 5

5

35315 5













A

تمرین .5

: المعادلة IRحل في   1612 3
2
x

الحل.6
½ < xأي 2x-1>0معرفة إذا كان r(2x-1)الكتابة 

   

   

2
65

6412
4²412
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X. سلسلة تمارین
2تمرین تطبیقي 

: بما یلي IRالدالة العددیة المعرفة على fلتكن 
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
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قصور دالة: ملاحظة 
]∞+,0]على المجال fتسمى قصور الدالة f1(x)=x²+1الصیغة 
]0,∞-[على المجال fتسمى قصور الدالة f2(x)=1/(x+1)الصیغة 

lim)()0(تحقق من أن 
0

fxf
x




؟x0=0متصلة على الیسار في النقطة fھل الدالة 
؟.x0=0متصلة في النقطة fھل الدالة 

حل 
f(0)=0²+1=1لدینا fحسب تعریف الدالة 
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lim)()0(ومنھ 
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. x0=0متصلة على الیمین في النقطة fإذن الدالة 
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1لدینا 
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.x0=0غیر متصلة على الیسار في النقطة fنستنتج إذن أن الدالة 
.x0=0فإنھا غیر متصلة في النقطة x0=0غیر متصلة على الیسار في النقطة fبما أن 

3تمرین تطبیقي 
:بما یليIRالدالة العددیة المعرفة على fلتكن 
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.3و على الیمین في 1متصلة على الیسار في النقطة fعلما أن الدالة bوaحدد العددین 
الحل

:و منھ1متصلة على الیسار في النقطة fالدالة 
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:و منھ3متصلة على الیمین في النقطة fالدالة 
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