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Chapitre:4

Contenus du programme

Les capacités attendues

Recommandations
pédagogiques

« Egalité de deux vecteurs ; somme de
deux vecteurs ; relation de Chasles ;

+ Multiplication d’'un vecteur par un nom-
bre réel ;

x Colinéarité de deux vecteurs, aligne-
ment de trois points ;

« Définition vectorielle du milieu d’'un
segment.

x Construire un vecteur de la forme
ad +b7.

x Exprimer les notions et les propriétés
de la géométrie affine en utilisant I'outil
vectoriel et réciproquement ;
* Résoudre des
géométriques en utilisant
vectoriel.

problemes
I'outil

x On rappellera les définitions de la
somme de deux vecteurs et de la mul-
tiplication d’un vecteur par un nombre
réel, on introduira ensuite, a travers des
activités simples, les propriétés :
(a+b)W =ad +bu et a(d +
P)=ad+aW eta-(b-W)=ab .
x La multiplication d'un vecteur par
un nombre réel doit étre liée d’une
part, au point M de la droite (AB)
qui a pour abscisse x dans le repere
(A, B) cestadire AM = zAB, et
d’'autre part a linterprétation vectorielle
de l'alignement de trois points.




CALCUL VECTORIEL DANS LE PLAN.

NOUREDDDINE AYYADI , NOVEMBER 30, 2015

Soient A, B,C, D et E cing points quelconques du plan.
Simplifier au maximum les expressions suivantes (sans faire de dessin), en utilisant
les relations de Chasles :

U =BC+DE+CD+AD+EB: V =EC—ED+CB— DE:;
W = 34E + 2BC — DB: X = 87AC + 820D + 34D.

- s
ABC un triangle. Dans chaque cas ci-dessous, exprimer AM en fonction de f@ et

AC, puis construire M.

o) BM+CA=BC  b)2MB+BA=BC ¢ MB+MC+AB=10
d) 2MA + 3MB = 5AC ¢)MB —2MC =CA f) 3MA +2MB = 3AB

On considére la figure ci-dessous ( ABC'D est un parallélogramme de centre O).

@ Déterminer tous les vecteurs égaux a Bg.
@ Déterminer tous les vecteurs égaux a Fﬁ

® Compléter les éqgalités suivantes.
B -0

ACiE -0 . BCyBio.. . A0-o
EE+EH =2 ; AC=-2G _; FB+GD=
OA+ OB +0C +0D = - ;' DC+AB=-

Soient A et B deux points distincts et I le milieu du segment [AB].

H
O Montrer que: TA+ _@ = ﬁ et que 1@ = 21?[).
—
O Montrer que MA + ]\ﬁ = 2m pour tout point M du plan.




0.1. VECTEURS DU PLAN(RAPPELS).

0.1 Vecteurs du plan(Rappels).

0.1.1 Vocabulaires et définitions.

Le vecteur U = /@ est caractérisé par:

sa direction: celle de la droite (AB);
o celle de la droite (AB) fé g
e son sens: de A vers B; A ﬁ/?

e sa norme: la distance entre A et B, on la note par || = AB.

_)

—
Pour tout point M du plan, on a MM = 0.
Le vecteur 0 est appelé le vecteur nul. Il n’a ni direction, ni sens et sa norme est égale a 0.

REMARQUE
A et M deuz points du plan.

—
AM = ﬁ si, et seulement si A= M

0.1.2 Egalité de deux vecteurs.
DEMNITION 3

| Deuz vecteurs sont égaux s’ils ont méme direction, méme sens et méme norme.

PROPRIETES 1
A, B,C et D quatre points du plan.

AB = DC si, et seulement si les deux segments [AC] et [BD] ont le méme milieu.

Si les points A, B,C' et D sont non alignés. Alors:
@ = ﬁ si, et seulement si le quadrilatere ABCD est un parallélogramme.

B
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ABCD et DCFE sont deuz parallélogrammes.
Montrer que ABFE est un parallélogramme.

On a ABCD un parallélogramme donc 1@ = ﬁ , de plus DCFFE est un parallélogramme donc

1% = ﬁ d’ou 1@ = FF et par suite ABF'E est un parallélogramme.
B c

PROPRIETE 2

Pour tout vecteur U et tout point A du plan, il existe un unique point B tel que U = zﬁ

DEMNITION 4 )
Deux vecteurs opposés

Deuz vecteurs sont opposés s’ils ont méme direction, méme norme, mais leur sens est oppose.
Le vecteur opposé a U est — .

T4 B

-
2 A/B AB — —BA
—

A

0.1.3 Somme vectorielle.

(relation de Chasles).

A, Bet C étant trois points quelconques.

AB + BC = AC.

BC

AC = 4B + BC

Les deux vecteurs f@ et B? ont mis bout & bout.



0.1. VECTEURS DU PLAN(RAPPELS). d

Construction du vecteur somme ¥ + U a partir de la relation de Chasles.
On choisit un point A, on construit /@ = 7, puis B? = 7; alors
U+ = AC (1@ est un représentant de @ + )

REMARQUE e
D:ifférence de deux vecteurs

Construire W — U revient & construire U + (—7) car U — 0 =W + (—7)

PROPRIETE 3

(regle du parallélogramme).
A, B,Cet D étant quatre points quelconques non alignés, on a:

z@ + zﬁ = 1@ st, et seulement si ABCD est un parallélogramme.

Construction du vecteur somme o + ¢ a partir de la régle du parallélogramme.

On choisit un point A, on construit U = ﬁ et U = ﬁ

Les deux vecteurs @ et ¥ ont méme origine A donc le vecteur U+ U est égale a 1@, ou C est le
point tel que ABCD est un parallélogramme.



~1,54

Multiplication d’un vecteur par un réel.

Q kW est de sens opposé au sens de .

O kU a méme direction que .
O k2| = =k x [|Z].

Q kY ale méme sens que .

O k|| =k x || Z].

Si k<0 alors
Ok a méme direction que .

Si k>0 alors

Soit W un vecteur différent du vecteur nul, et k un nombre réel non nul.

Le produit de U par k est le vecteur kU caractérisé par:
Soit W un vecteur du plan. On va construire T =3" et &

DEMINITION 6

0.2




0.3. VECTEURS COLINEAIRES.

PROPRIETES

Pour tous les vecteurs W et U et tous les réels k et k', ona:
k(U +7)=kd + k7
k+K)Ud =kd + KW
k(KW) = (kx K)W

/{:7:? si, et seulement st k=0 ouﬁzﬁ

Regles de calcul.

EXEMPLE

Soient U et U deus vecteurs du plan. Simplifions les deux expressions suivantes:
X=T42T-7)-3T+7) et W = %(47+57)—3(%7+%7)
On a:
X = W+2W-0)-3(T+7)
= W +27 —20 -3¢ -3V
= A +27 30 - 27 — 3V
= —54.

%(47 +57) — 3(%7 + %7)

5 3
ST

= W-T+.T-17
- U+ 7.

0.3 Vecteurs colinéaires.

| DEFRiTION 7]

| Deuz vecteurs non nuls, U et U sont colinéaires lorsqu’ils ont la méme direction.

THEOREME 1

Deuz vecteurs non nuls, U et U sont colinéaires si, et seulement si, il existe un nombre

réel k non nul tel que v =k.
( k s’appelle le coefficient de colinéarité).




EXEMPLE

1 et j étant deux vecteurs donnés.

2— 1— 3=+ 5=
On considére les vecteurs W = = i +=-7 et U =23 — =3 et W= —

— —
v J

Wl Do

1
3 5 2
Calculer le vecteur W + U + 2%; puis déduire que U + # est colinéaire o .
On a

2— 1— 3= bH— 1 —
7 7 Qﬁ:—' 1 Q97 9~ 2(——T; &4
+ v + pltgditet —3J (2z+ J)
2 3 — 1 5 4 =
N BT I 9 4=
(5_>+5_>)Z_>+(3 g 3)]
= 0z +4+07 =0.

Done 4 + ¥ = =2 et par suite U+ U et W sont colinéaires.

—> .. .
| Le vecteur nul 0 est colinéaire a tous les vecteurs.

0.3.1 Parallélisme et alignement.

Deux vecteurs sont colinéaires peut nous aider a montrer que deux droites sont paralléles ou que
trois points sont alignés.

Résultat:1

Soient A, B, C' et D quatre points du plan.
Les deux droites (AB) et (C'D) sont paralléles si et seulement si les vecteurs AB
et OD sont colinéaires.

Soit ABC' un triangle.

1 4 1
Soient M et N les points tels que m = 5?4 et F\f = 5% — 51@
Montrer que les deuz droites (M N) et (BC') sont paralléles.




Pour montrer que les droites (M N) et (BC') sont paralléles, il suffit de prouver que les deux vecteurs

— —
MN et Q sont colinéaires c.a.d qu’il existe un réel £ tel que M N = kB?
On a:

MN = MA+A
_|_

—
Donc les deux vecteurs MN et BC sont colinéaires et par suite les deux droites (M N) et (BC) sont
paralléles.

Trois points A,B et C sont alignés si et seulement si les vecteurs AB et f@ sont
colinéaires.

DEMONSTRATION

Les deux vecteurs /@ et A—(} sont colinéaires si, et seulement si les droites (AB) et (AC)
sont paralleles.

Or, les droites (AB) et (AC) ont le point A en commun, elles sont donc confondues et par
suite les points A, B et C appartiennent o une méme droite: ils sont alignés. [ |

On peut aussi montrer que les vecteurs 1@ et B? sont colinéaires ou que les vecteurs 1@ et B?
sont colinéaires.

EXEMPLE

Sotent A, B,C et D quatre points tels que 31@ — ﬁ — 2@ = 6)
Montrer que les points B,C et D sont alignés.




On sait que 31@ — 1@ — 21@ = 6)
done 34D — (E+5§) —2(E+58) -0
donc 3@—@—@—2@—2@ = 6)
c.ad 3AD — 34D — DB —2DC = 0
finalement ﬁ — 21% .

On en déduit que les vecteurs lﬁ et lﬁ sont colinéaires, d’oul les points B, C' et D sont alignés.

0.4 Milieu d’un segment et les vecteurs.

THEOREME 2

Sotent A, B et I trois points du plan.
Le point I est le milieu du segment [AB] si, et seulement si, 'une des conditions suivantes
est réalisée:

1 PV
BA+Bi=0
B A5 =24 =218

EXEMPLE

Soit ABC' un triangle.

—
Construire les points D et E tels que ﬁ = BA et Eﬁ = QB?

Démontrer que le point C' est le milieu du segment [AD].

On a

T B+ 5E+ D
T - abiaiene

o N
T _ o B :

finalement, le point C' est le milieu de [AD].

Soient ABC' un triangle et les points I et J sont respectivement les milieur des segments
[AB] et [AC].
Montrer que l% = 2]7.




0.5. REPERAGE D’UN POINT OU D’'UN VECTEUR DANS LE PLAN. 3

Comme [ est le milieu de [AB] alors BA = oTA (1)

de plus J est le milieu de [AC] donc AC = 247 (2).
D’ou, d’aprés (1), (2) et la relation de Chasles on a :

BC = BA + AC

BC = 2T A + 24
BC = 2(TA + 1))
BC =2l ).

Ce qui fournit le résultat.

PROPRIETES 4

Propriété Caractéristique du milieu d’un segment.

Soient A, Bet C' trois points non alignés du plan.
Le point I est le milieu du segment [AB] si, et seulement si,

J\ﬂ + J\ﬁ = 2]\?7 pour tout point M du plan.

DEMONSTRATION
Soit [AB] un segment et I son mileu. Soit M un point du plan, On a:

MA+MB = (M +TA)+ (MI +1IB)
— oMI+TA+TB
= 2]\71>+6> (ona]_j>4+]?:6) car I est le milieu de [AB])

— oMl

ry o
Si on a Mf_l_;i— M—g = 2]\7} pour tout point M du plan, alors si on remplace M par [
on obtient [A + B =211 = 6), d’ou I est le milieu du segment [AB].

0.5 Repérage d’un point ou d’un vecteur dans le plan.

Trois points A, Bet C' non alignés du plan définissent un repére (A, ﬁ, 1@)

(A Le couple (1@,1@) est appelé base du plan;
Q A est l” origine du repére ;

O (AB) = axe des abscisses avec unité AB;

O (AC) = aze des ordonnées avec unité AC.




A B M Axe des abscisses

THEOREME 3

Sotent A, Bet C' trois points non alignés du plan.
Alors, pour tout point M du plan, il existe un couple unique de nombres réels (xyr,ynr) tels

que:
E\? = xMB + yMB

O Le couple (zpr,ynr) est appelé le couple des coordonnées du vecteur m dans la base
(AB, AC).

O Le point M a pour cordonnée (xpr,ypr) dans la base (E,x@)
O Le réel xp; est appelé abscisse du vecteur Zﬂ\? dans la base (ﬁ, 1@)
(O Le réel yy; est appelé ordonnée du vecteur m dans la base (ﬁ, 1@)

EXEMPLE

A, Bet C trois points non alignés.
P est le milieu de [AC], R le symétrique de B par rapport a C.

1 1 1
Les points ) et L sont définis par: 1@ = gz@ et Bj — 51@ — gzﬁ
Dans le repére (A, 1@, z@), déterminer les coordonnées des points A, B,C, P,Q, R et L

% Comme A est 'origine du repére alors le couple des cordonnées de A est (0,0).

* Le vecteur AB peut s’ecrire dans la base (AB, AC) sous la forme: AB =1 x AB +0 x AC
donc B(1,0).
De méme@zOXE—i—l x AC' donc C(0,1)



0.5. REPERAGE D’UN POINT OU D’'UN VECTEUR DANS LE PLAN. d

1
% On a P est le milieu de [AC] alors AP = 5/@ donc AP s'ecrit dans la base (AB, AC) sous la

forme: ﬁ:OX@%—% X/@, d’ou P(O,%)

% On sait que R est le symétrique de B par rapport a C' donc C' est le milieu de [RB],

d’ou BE =2BC. (%)

Maintenent, on va exprimer z@ en fonction de ﬁ et 1@

AR =

et finalement R(—1,2).

%Onam:%@:%ﬁ+0x1@
*

AL

donc L(g,—%).

AB + BR

z@—f—QB? d’aprés (x)
AB +2(BA + AC)

AB + 2BA + 240

AB — 248 + 240
_AB 1 240

donc Q(%,O)

— AB+BL
= AB+ jAB - JAC

3 1



0.6 Exercices résolus.

Exercice:1

. . . e s 4
Soient ABC un triangle et E et F les points définis par AE — 51@ et AE — %ﬁ

@ Faire une figure.

@ Ecrire EC et BE en fonction de AL et AC'; et en déduire que (BF) et (EC)
sont paralleles.

Correction:
[ 1) et
A
BE = BA+AF
= AB+ AC
B C Or
’ “BE = (4B + AC)
3
® Ona = _Zjﬁ + @
. _®
BEC = EA+AC
_ _E X ,@ donc ﬁ et ﬁ sont colinéaires et par suite
3 les deux droites (EC) et (BF) sont paral-
= _Z@ +AC. leles.

ABC un triangle, I le milieu de [AB] et J et K deux points tels que:
1 1
CJ—7AC et CK—:CB.

® Construire J et K.

® Montrer que ITJ} = 1@ = iz@ et [7 = %B?—l— Z/@

6
® Conclure que les points I, J, et K sont alignés.

\.

Correction:



e ohept s ae
KJ = I@Cﬁ - péymey s hae
— —CR+CJ 1% - 2 4
1 1 - Z e
= _66@4_11@ = 2B +4A .
1 1
= g@ + zf@ ® Ona
° 3KJ = 3(é@+ EJTC)
17 = I@ + B? + Cﬁ 1 3
1 1 — _BC+2AC
= §@+@+Z/ﬁ 2 4
(.@ = 51@ car I est le milieu de [AB]) =
Donc les vecteurs K.J et I.J sont colinéaires
1 1 ;
= 5(@ + C@) + BC + 11@ et par suite les points I, J, et K sont alignés.

A, B et C trois points non alignés.
On considére les deux vecteurs suivants:

W =24AB + BC — 3AC et 7:—@4&6@4&@

© Exprimer ¥ et ¥ en fonction des vecteurs AL et AC' seulement.

® Les vecteurs u et ¥ sont-ils colinéaires?

Correction:
® Ona = —EJAJ@—EBJFZ@
@ = 248+ BC —3AC 303 43? ! !
- B = —-A —AC.
— 24B + BA + AC — 3AC 27Ty
= 2%?—%—21@ ® On constate que
= AB —2AC.
_27 _ —2(1@_2/?0)
et
3 6
— CAB+SAC
v = —@J&C@J&B B 74 4

1,— 7
= —AB+ Z(CA + ,ﬁ) + 11@ donc W et ¥ sont colinéaires.



Exercice:4

Soient ABC un triangle et M un point tel que: MA + MB + 2MC = 0.

©® Exprimer m en fonction de 1@ et /@

® Soit I le milieu de [AB]. Montrer que M est le milieu de [IC].

: ; — 1
® Ona MA+MB+2MC =0 Ol = CA+-AB
donc@—l—@—l—@—l—Q@—l—@:ﬁ 21
done MA + MA + AB + 2MA + 24C = 0 Cl = —AC+-AB.
ATA L A s 210 2
c.a.d 4Mi>i—A +2AC =0
alors —4MA1: —zﬁl— 21@ On a aussi:
—
d’oun AM = —1@ + —1@.
! 1 2 MI = MA+ Al
= —AM + Al
® On considére le segment [AB] et son milieu _ _(11@ I 1@) n ljﬁ
I et on applique la propriété caractéristique 4 2 2
du milieu d’un segment, on aura donc _ _11@ 4 1@ _ 11@
4 2 2
1 1
oC] = CA+CE = 1@—5/@
1— 1
6’7 = -CA+ —C@ 1
22 done 20 [ = —1@+§A_B> cad CI = 2M].
cl = 5014 + §CA + 5@ Ce qui montre que M est le milieu de [IC].

Bon courage.'



