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Chapitre:3

ordre dans 'ensemble R

Contenus du programme

Les capacités attendues

Recommandations
pédagogiques

« Ordre et opérations.

x La valeur absolue et ses propriétés.

x Intervalles.

+x Encadrement, approximation et ap-
proximations décimales.

« Maitriser les différentes techniques de
comparaison de deux nombres (ou ex-
pressions) et utiliser la technique con-
venable selon la situation étudiée .

+ Représenter sur la droite numérique
les différentes relations liées a I'ordre.

+ Reconnaitre et déterminer avec une
précision donnée, une approximation
d’'un nombre (ou d’'une expression).

« Effectuer des majorations ou des mi-
norations d’expressions algébriques.

+ Utiliser la calculatrice pour déterminer
des valeurs approchées d’'un nombre
réel.

x On devra développer et consolider
I'habilité d’utilisation de I'ordre pour com-
parer des nombres et pour prouver cer-
taines relations.

x On devra entrainer les éléves a inter-
préter des relations de la forme |z —a| <
r et a majorer des expressions en util-
isant l'inégalité triangulaire et les pro-
priétés de la valeur absolue. Les éléves
seront amenés a utiliser ces techniques
fondamentales de maniére progressive.
x La notion de la valeur absolue devra
étre liée a la distance de deux points sur
la droite graduée.

x Les propriétés de I'encadrement et de
I'approximation d’'une somme et d’une
différence de deux nombres peuvent
étre présentées dans le cas général,
mais I'’encadrement et I'approximation
d'un produit et d'un quotient, de-
vront étre étudiés a partir d’exemples
numeériques bien choisis pour montrer
aux éleves les précautions a prendre et
les conditions a respecter, pour faire des
raisonnements corrects.

+x La calculatrice est un outil qui
pourra aider dans I'approche des no-
tions précédentes (approximation et en-
cadrement...), on devra s'assurer que
les éleves maitrisent ['écriture scien-
tifique d’un nombre et qu’ils sont con-
scients des limites de l'usage de la
calculatrice qui donne en général une
valeur approchée décimale du résultat.
On devra donc permettre aux éléves de
s’approprier les techniques de la cal-
culatrice scientifiqgue (régles de prior-
ités des opérations, fonctionnalités des
touches ...).
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ORDRE DANS R

NOUREDDDINE AYYADI , NOVEMBER 10, 2015

Dans chaque cas, a et b sont deuz réels strictement positifs.
Comparer A et B en étudiant le signe de A — B.

® A=ab—1 e B=(a+1)0b+1)| @ a=l 1 4 p-_4
) b a b a+b
® A=—-+- e B=2
;- o -T2t o 8
Ta Ta + 2b

On considére les deuz nombres : x = 448 +/3++/32 et Yy = V50 + 2184427

O Montrer que x —y = 5v3 — 7/2.

O Comparer les deuxr nombres 5v3 et TV2.

® FEn déduire une comparaison entre x et y.

9z — 4y
S5 —

Soient x et y deux réels tels que v >0 et y < 0. On pose A =
Montrer que 2 < A < 3.

0.1 Ordre dans R

Soient a et b deux réels.
a) On dit que a est supérieur ou égal & b et on note a > b si a — b est positif.

b) On dit que a est inférieur ou égal a b et on note a < b si a — b est négatif.

Comparer a et b revient a étudier le signe de leur différence a — b .

EXTMPLES 1
8 7 8 Tx9-8x8 1

7
— est inférieur a —, car: - — —= = ——————— =
8 9

8 9 8% 9 _ﬁ<0'

Montrons qu’ on a: x>+ 1 > 2z, pour tout x € R,

En effet, la différence des deuz nombres est 2> +1 — 2z = (z — 1)?> > 0, qui est positif
car le carré d’un nombre est toujour positif, et par suite x> +1 > 2x.




0.1. ORDRE DANS R

0.1.1 Ordre et addition.

THEOREME 1
i) Soient a,b,c € R.

Ordre et addition

Si a<b alors at+c<b-+c

Autrement dit: Ajouter ou soustraire un méme nombre auxr deux membres d’une
inégalité conserve [’ordre.

ii) Soient a,b,c,d € R.

Si a<b et c¢<d alors a+c<b+d. (Encadrement d’une somme).

DEMONSTRATION

ii) Sia<balorsa+c<b+c, deplusc<dalorsc+b<b+d, etpartransitivité on en
déduit que a+c < b+d.

0.1.2 Ordre et multiplication.

PROPRIETE 1
Si a<b et c¢>0 alors ac<bc.

Si a<b e c¢<0 alors ac > bc.
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Si a<b e ¢>0 alors <

QIS

ole

b
Si a<b e c¢c>0 |alors 22 -,

c c
Autrement dit: Multiplier ( ou diviser) chaque membre d’une inégalité

- par un méme nombre strictement posttif, ne change pas le sens de ['inégalité.
- par un méme nombre strictement négatif, change le sens de linégalité.

PROPRIETE 2
Soient a,b, c et d des réels positifs .
Sia<b et c¢c<d alors axc<bxd.

0.1.3 Ordre et inverse.

PROPRIETE 3

a et b étant deur nombres strictement positifs.

a < b signifie que

Q| =
[V
S| =




e

EXEMPLES 2

0 les d b = ! !
n compare tes aeuxr nomores —w——————— e Nl
b 92016 — 2016 92016 — 2015

On a —2016 < —2015, donc 22016 — 2016 < 22916 — 2015 ( car on a ajouté le méme nombres
aux deux membres de l'inégalité), et comme les deux nombres 22916 — 2016 , 22016 — 2015 sont

positifs alors 22016 — 9016 = 52016 _ 2015

0.1.4 Inégalité sur les carrés et les racines carrées.
PROPRIETE 4
Soient a et b deur nombres réels positifs, on a:

a<b équivaut a a® < b

Autrement dit: Le passage au carré conserve 'ordre pour les nombres positifs.

DEMONSTRATION

On sait que a®> —b* = (a —b)(a+b). Comme a et b sont positifs, a+b est aussi positif et on
en déduit que a — b et a® — b* sont de méme signe.
D’ou:

LI alors a — b < 0, donc a® — b*> <0, et par suite

® Sila® <V?|alorsa®—b*> <0, donca—b<0, etpar suite

EXEMPLES 3

Comparons les deux nombres 25 et 3v/2.
On a (2v/5)? = 20 et (3v/2)? = 18, par conséquent (3v/2)> < (2v/5)? et comme les deux
nombres sont positifs alors 3v2 < 24/5.

PROPRIETE 5

Soient a et b deur nombres réels négatifs, on a:

a<b équivaut a a® > b

Autrement dit: Le passage au carré inverse [’ordre pour les nombres négatifs.

EXEMPLES 4

Soit ¥ € R tel que —5 < x < =2, alors (—5)* > 22 > (=2)?, c’est a dire 25 > x> > 4, d’ou
4 < g2 < 25.

PROPRIETE 6

Soient a et b deur nombres réels positifs, on a:

a<b équivaut ¢ +a < Vb.
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EXETMPLE 5

Comparons les deux nombres \/\/3 + 17 et \/\/§ + 11.
On a3 >2 donc /3> \/5, de plus 17 > 11 donc V3+17T>V2+11 et d’apres la propriété
précédente on aura

\/\/§+17z\/\/§+11.

0.1.5 Encadrement.

Sotent a,b, et x trois nombres réels.
On dit que a et b encadrent x lorsque

a<ax<hb.

Cette double inégalité est appelée encadrement de = d’amplitude b — a.

Exercice résolu. )

On considéere les nombres réels z, y, et z tels que:
2<zx<4 ; 3<y<l ; -1,5<2<-0,5

Trouver un encadrement des nombres suivants:

r—y ; xzxy ; +y*+2 MZ_2-
Correction:
B} Remarquons que = —y = 2 + (—y). alors 2 x 0 <z xy<4x1
On a —-3<y<l1 cad 0<zxy<4
donc -1<—y<3 Finalement [ —12<zrxy< 4.]
par suite 24 (—1) <z + (—y) <4+3
cad 1<zx+(—y) <7
d’ou [1§37_3/)§7-j B ona 2<zr<H4
alors 4<22<16 (1)
Comme —1 < —y < 3 il peut prendre les on a -1,6<2<-0,5
valeurs positives ou les valeurs négatives, alors (—0,5)* < 2% < (—1,5)?
cad —3<y <0 ou 0<y <1, donc ( on inverse les extrémités de 'encadrement
on ne peut pas encadrer directement x X y. car z est négatif.)
C’est pour cela qu’on va distinguer deux cas. d’ou 2,25 < 22 < 2,25 (2)
or ) on a —3<y<l1
1%cas : Si —3 <y <0 alors 0 < —y <3, donc 3<y<0ou 0<y<l1
ot 2sr=4 par suite 0<y2<9 ou 0<y2<1
df)nc Ox2<zx(-y) <3x4 Joil 0<y2<9 (3).
CE}d 0<ax(-y) <12 En ajoutant membre & membre des doubles
C?d\ 0 —zxy=<12 inégalités (1), (2) et (3), on obtient
ol “l2sexys0 (4,25 <a®+y? +2* < 27,25, |
2meeqs 1 S0 <y <1




2 1 2 1
Remarquonsquex+ =(r+2)x - cad 53——32
z z
on a 2<:(;<4 9
donc 4<z+2<6 alors Ax < (e 42)x (=) <6x2
de plus -1,5<2<-0,5 cad §<_a:+2<12
donc 0,5<-2<15 37 2., 4
1 1 1 P
d’ou — < — g_ d’ou —-12< . g_g.
1,5 0,5

un produit a X b sera encadré par les produits minimum et maximum effectués sur les bornes

de a et b.
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0.2 Intervalles de R.

Soit a et b deux réels tels que a < b. On définit les différents intervalles de R de la fagon suivante:

0.2.1 Intervalles bornés.

Le tableau ci-dessous résume les quatre types d’intervalles bornés.

H Intervalle H Inégalité H Représentation graphique H
. —o0 a™ o b _'_OO
[a; b] intervalle fermé a<z<b
. —00 a= .b _'_OO
Ja; b] intervalle ouvert a<z<b
. . - a b +00
[a; b] intervalle semi-ouvert || a <x <b
(ouvert en b )
: . — a 1 +00
Ja; b] intervalle semi-ouvert || a <z <b
(ouvert en a)

0.2.2 Intervalles non bornés.

Le tableau ci-dessous résume les quatre types d’intervalles non bornés.



0.2. INTERVALLES DE R. Achamel.info

H Intervalle H Inégalité H Représentation graphique H
[a; +00] r>a - a oo
Ja; +o00| r>a - a oo

—00 J b
] — o0; b] r<b
—00 'b
] — 005 b] r<b
EXEMPLES 6
—3 <ua <7 équivaut ¢ x € [—3;7]. x > 3 équivaut 4 x € [3,+o0].
2 <z <6 équivaut o x €]2;6]. x < —b équivaut & x €] — 00; —5|.
+oo se lit "plus {infini". —00 et +00 ne sont pas des nombres.
L’ensemble des nombres réels R L’ensemble vide ne contient aucun élé-
est lintervalle | — 00; +00. ment, il se note ().

0.2.3 Intersection d’intervalles.

Soient I et J deuz intervalles de R.
Les réels qui sont a la fois dans Uintervalle I et dans Uintervalle J sont dans ['intersection
des intervalles I et J. Elle se note I N J. ( N se lit inter)

EXEMPLES

Déterminons I N J avec I =] — 3;2] et J = [0;4].
Pour wisualiser cette intersection, on peut représenter les intervalles I et J sur un méme
axe gradué.

nJ
I — g
—oo - % o 1 3 7 v

Lintersection des deux intervalles est la zone de l'aze gradué ot les deuzr couleurs se
superposent. Ainsi [ N J = [0;2].
Déterminons I N J avec I = [—3;—1] et J = [1;4].

N T

VNV R T

INJ =0, car les ensembles I et J n’ont pas de zone en commun.




0.2.4 Reéunion d’intervalles.

DEMNITION 4

Soient I et J deux intervalles de R.
Les réels qui sont dans [’intervalle I ou dans ['intervalle J sont dans la réunion des inter-

valles I et J. Elle se note I U J. (U se lit union)
EXEMPLES Achamel.info
Déterminons I U J avec I =] — 3;2] et J = [0;4].
ryJ
: I J
: ] : :
- 4 % 2 - 1 3 oo

Les nombres de la réunion sont les nombres qui appartiennent au moins a ['un des deux
intervalles. Il s’agit donc de la zone de l'axe gradué marquée soit par 'intervalle I soit
par Uintervalle J. Ainsi I U J =] — 3;4].

Déterminons I U J avec I = [—3;—1] et J = [1;4].
I J

+00

BN

TuJ=[-3;—-1]U][1;4].

Exercice: N

A l'aide d’'un schéma, déterminer I'intersection et la réunion des deux intervalles
donnés:

B :=[-102 e J=[-37] B =318 et J=]17,20]

B -3 e J=[-6+o] EI=[—§,§] et J:[g,l]

B =[] et J=[5 to0] EI:]—OO»—Z] etJ:[_g,Jroo[
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0.3 Valeur Absolue et distance.

0.3.1 Valeur Absolue.

DEMNITION 5

Soit x un réel et M le point d’abscisse x de la droite des réels d’origine O.
La valeur absolue de x est la distance OM ; on note |m‘ =OM.

02
02

Et par suite:

EXEMPLES
|2 — \/3] =2—/3, car 2 — /3 est positif.
V5 —=3| = —(vV5—3) =3 — /5, car /5 — 3 est négatif.

z—1 st x>1
’x_ll_{—x—i-l st <1

PROPRIETES

La valeur absolue d’un nombre est toujours positive: |x| > 0.

Va2 = |z].

Un nombre est son opposé ont la méme valeur absolue: lz| = | — z|.
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0.3.2 Distance entre deux réels.

DEMNITION 6

Soient a et b deux réels.
A et B deuz points de la droite réels respectivement d’abscisses a et b.
La distance entre a et b est la valeur absolue de leur différence: AB = |a —b| = |b — al.
ja—b]
l_/_l

b 0 4

v




PROPRIETES

(Autres propriétés de la valeur absolue)
Sotent x et y deux réels:

B -yl =y =l r=a
|z| = a si et seulement si{ ou
| x y| = |z] x [y]. favec a > 0) r=—a
5 REAE 0 | |
17 y |yl avec (y #.0) B 12| = |y| si et seulement si { ou
T=—y
| P =yl <zl + 1yl

EXEMPLES

Déterminer les valeurs de x pour lesquelles |x — 3| = 4.
D’apres la propriété 5), on a les égalités suivantes:

r—3=4 ou x—3=-4
r=4+3 ou z=-4+3

r=7 ou z=-—1

Interprétation graphique de cet résultat: Soit A le point d’abscisse —1 sur la
droite graduée des réels et M le point d’abscisse x. En termes de distance [’équation
|z — 3| = 4 se traduit par AM = 4.

~~~~~~~~

Exercice:

Trouver les réels z satisfaisant a la condition indiquée:

O |z-3=2 @ z+1i=1
® |4-3z|=5 ® |22 — 1| = |3z + 4]
® |z+4=1 ® |z+5/+|—-2x+1=0.

0.3.3 Valeur absolue et intervalle:
PROPRIETES
sotent ¢ € R et r € R*T.
|z| < r siet seulement si —r < x <r. (c.a.dx € [-r;r]).

|z| > r si et seulement si x < —r oux >1r. (c.a.d x €] —o0; —r] U [r; +00]).
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EXEMPLES

Trouver les réels x satisfaisant a la condition indiquée:
On a
3 3 3
—2| < - signi —= —2< -
|z — 2| < 1 signifie que =7 < 5
o 3 3
signifie que _Z+2§x§1+2
o 5 < 11
signifie que — —
gruie que p=v=7
T c 3 11]
signifie que x € |—; —
g q R
On a
|2z — 1| > 3 signifie que 2z —1 < —3 ou 20 —1>3
signifie que 2x < —3+1 ou 20 >3+1
signifie que 2x < —2 ou 2 > 4
signifie que x < —1 ou x> 2
signifie que x €] — 0o; —1[U]2; +-o00].
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0.4 Les approximations:

Soit x un réel tel quea <x <boua<zx<boua<zr<boua<x<b.

O Le réel a est appelé une valeur approchée par défaut de x 6 b — a preés.
On peut dire aussi que a est une approximation par défaut de x d’amplitude b — a.

U Le réel b est appelé une valeur approchée par excés de x ¢ b — a preés.
On peut dire aussi que b est une approximation par exceés de x d’amplitude b — a.

EXEMPLES
On a 1,732 < /3 < 1,733 donc

(3 1,733 est une valeur approchée par excés de /3 a 1073 car Uamplitude est
1,733 — 1,732 = 0,001 = 1073,

Q 1,732 est une valeur approchée par défaut de /3 ¢ 1072,

2
Sachant que x est une valeur approchée par exces de 3 a2 x 107! pres.

2 13
Montrons que - < x < —.
3 15

Il faut encadrer x entre deux nombres dont leur différence est 2 x 1071 = 0,1 donc il

2 2 2 13
td dre = <z < = lead =<z< —.
suffit de prendre 3 T 3 +0,1 ca 3 T E




Sotent x,a et r trois réels, r est positif.
Si|lr—a|l <7 oul|x—a|l<r, on dit que a est une valeur approchée de x a r prés.

EXEMPLE

On a \\/5— 2,23| < 0,01 donc 2,23 est une valeur approchée de V5 @ 0,01 pres.

Si x est un réel et N est un entier relatif alors il existe un entier naturel p tel que

Nx10?P <z <(N+1)x107".
(O Le nombre décimal N x 107P est dit approximation décimal par défaut de x a 1077,

Q Le nombre décimal (N + 1) x 1077 est dit approximation décimal par excés de x a
107>,

EXEMPLE

On a 1,414 < V2 < 1,415 ¢a veut dire que 1414 x 1073 < /2 < 1415 x 1073
cad 1414 x 107° < /2 < (1414 4+ 1) x 1073,

Exercice résolu: N

2

1
©® a) Vérifier que 1—:1+x+1x

pour tout z de R — {1}.
— T — X

, 1 1
b) Montrer que si |z| < 5 alors - (1+x)| <222
— X

. . o 1 R
® Déterminer une approximation de nombre 0,99 a2 x10~* prés.

(On peut prendre z = 10~?)

N.B: R — {1} estI'ensemble de tout les nombres réels sauf le nombre 1, et on

peut écrire R — {1} =] — oo; 1[U]1; +00].
Correction:
©® a) Pour montrer une égalité, on n’est pas on a:
obligé de partir du co6té gauche de
I’égalité. 9
. . 1 1— 2
Il est ici préférable de partir du coté 1+2x+ < = (1+2)( ) te
droit de I'égalité, car on peut réduire 1-% ) 1 _f
l—2+2x
I'expression 1 + = + au meéme = 1_»
-
dénominateur. B 1
Pour tout nombre réel z de R — {1} o l-ux
72
b) Comme =1l+az+
- 11—z
72
1 —(1 =
alors — (1+2) .
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donc
1 x?
—0+a)] = [7
l1—=x (—i—x) l1—=x
|27
1]
d’ou
1 2
-1 —
1—z (1+2) |1 — x|
. . 1
donc il reste a majorer | i
—x
On a
||<1 d 1< <1
T — onc —— << =
2 2 2
1 1< <1
alors —— < —x < =
2 2
1 3
d’ot —<l—-xz<=
ou 5 T 5
it 2< L <2
ar suite —
P 3 l1—=z
.. 1
ainsi <2
11—z

Exercices:

2

Comme 22 <0 *
11— x|

alors < 222

D’aprés 1’équation,
que

1
® D’apreés la question 1) b) si |z] < 3

(1) on en déduit

1

1l—=x

- (1—|—x)‘ < 227,

alors ‘ —(1+ x)’ < 22°

— X

),

et si on remplace z par 1072 (]107%| < 5

on obtient:
1

’1—0,01

c.a.d

- (1+0,01)’ <2 (0,01)

)1 101‘<2><10—4
0,99 = ‘

D’ou 1,01 est une valeur approchée de

0,99

a2x1074

1)

1

2) Supposons que = <z< 5
a) Montrer que |12 — 8z| < 16.

1))
Onpose A = Va2 +1— |z]

et

3) Montrer que pour tout x de R*; on a

1) Montrer que |(1 — 2x) — (1 — 6z)| = 2?12 — 8z|, pour tout = € R.

b) En déduire que |(1 — 2x)3 — (1 — 62)| < 1622
c) Déterminer une valeur approché de 0,9998% d’amplitude 16 x 10~8.

B=+Vx?24+1+ |z|

1) Montrer que A > 0 pour tout z € R; puis en déduire que B > 2|z|.
2) Calculer A x B, puis en déduire que A <

V122 . 1
4) Donner un encadrement de —5 d’amplitude e

1

2|z
|z| < Va2 +1 < |z|+

pour tout = de R*.
1

2lz|

Bon courage.'
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