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Partie A: RESUMES DE COURS
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Chapitre | . LIMITES ET CONTINUITE DE FONCTIONS

I. LIMITES ET COMPORTEMENTS ASYMPTOTIQUES

1° Limite en l'infini

a - Limite infinie en I'infini

Si, quand x tend vers + oo (Ou vers - o), f(x) devient toujours plus grand en valeur absolue, on
dit que la limite de f(x) quand x tend vers plus (ou moins) l'infini, est plus (ou moins) 1'infini.

Onécrit: limf(x)=+o ou Ilimf(x)=+c ou Ilimf(x)=-o ou lir}’l f(x)= -

X—>+00 X—>+00

Exemples: f(x)=x, f(x)=x>, f(x)=-=x, f(x)=-x".
b - Limite finie en I'infini

Si, quand x tend vers + oo (Ou vers - ), f(x) devient de plusen plusproched'un réd L, on dit
que la limite de f(x) quand x tend vers plus (ou moins) 1'infini est L.

On écrit : lim f(x)=L ou Ilimf(x)=L

X—>—00

Exemple: f(x) = %H )

2° Limite en un point

a- Limite infinie en a

Si, quand x tend vers a, f(x) devient toujours plus grand en valeur absolue, on dit que la limite
de f(x) quand x tend vers a, est plus (ou moins) l'infini.

On écrit : limf(x)=+o ou limf(x)=-ow

X—a X

1 1
Exemples: f(x)=— ena=0, f(x)=— ena=0.

2
X X

b - Limite finie en a

Si, quand x tend vers a, f(x) devient de plusen plusproched'un réel L, on dit que la limite de
f(x) quand x tend vers a, est L .

On écrit : limf(x)=L

X—a

Exemple: f(x)=2x+1lena=1.

r L]
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» Certaines fonctions n’admettent pas de limite. Par exemple les fonctions x— cos x et
X — sin x n’admettent pas de limite en +o, ni en —co.

» Pour qu’une fonction f admette une limite en un réel a, il faut que f soit définie en a ou bien
que a soit une borne de I’intervalle de définition de f.

» Pour qu’une fonction f admette une limite a 1’infini, il faut nécessairement que f soit définie
au moins sur un intervalle du type [m ;+oo[ ou ]—o ; m] (mun réel ).

3° Limites des fonctions usuelles

a - Fonctions usuelles

Les résultats suivants sont trés souvent utilisés :

f(x) =x }irgo f(x)= +o0
Si f(x) = x2 alors
f(x)=x" (neN *)
f(x) =+/X lim f(x) =0
=1
fx) =+
Si f(x) = # alors lim f(x)=0 y
) (b
f(x)=— (neN *)
x" k
1
f(x)=—=
(x) N
Ola c
S flx)= % alors lim f(x) =1
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4° Opérations algébriques sur les limites

Les limites peuvent étre additionnées, multipliées ou divisées entre elles la plupart du temps sans
problémes.

Dans les paragraphes suivants, on considere deux fonctions f et g ayant respectivement une limite
finie L et L’ ou une limite infinie (+ o) en a (ou a est soit un réel, soit + o).

Le terme « indéterminée » signifie qu’il n’y a pas de régle générale permettant de conclure. Il

convient alors de déterminer cette limite d'une autre facon, le plus souvent en tentant d’exprimer la
fonction sous une autre forme. On dit que c’est une forme indéterminée.

a - Addition

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I admettant une limite en un point a ou a
l'infini. Le tableau ci-dessous donne la limite de f + g en ce méme point ou a 1'infini.

Limg
L + oo - 00
L' L+L' + o0 -0
Limf + 00 + o0 + o indéterminée
- 0 -0 indéterminée -0

b - Multiplication

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I admettant une limite en un point a ou a
l'infini. Le tableau ci-dessous donne la limite de f x g en ce méme point ou a l'infini.

>< Limg
L 0 + o0 - 0
+oosil’>0 | -0osiL>>0
L' L L 0 ~osiL’<0 |+o0sill’<0
0 0 0 indéterminée | indéterminée
Lim f +oosiL>0
+ 00 _osiL<0 | indéterminée + o0 - o0
-oosiL>0
- 0 fowosilL<0 | indéterminée - 0 + o0

complétude
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Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I admettant une limite en un point a ou a

c - Quotient

l'infini. Le tableau ci-dessous donne la limite de 5 en ce méme point ou a l'infini.

Limf

L-0 0 + oo - 0
L +oosill”>>0 ~o0osil>>0
L'#0 L 0 ~osil’<0 +oosiL’<0

. 0 + o indéterminée + o + o

Limg

+ o0 0 0 indéterminée | indéterminée
-0 0 0 indéterminée | indéterminée

d - Formes indéterminées

o0
»,« — »et« 0xoo ».
o0

Les formes indéterminées sont au nombre de 4 : « +0—00 » , « —

» lls ne faut pas les confondre avec d’autre formes qui sont tout a fait

0 o0
connues telles que : «oox 00 =00» , «—=0» et «6 =00y,
o0

o o © .
» Dans le cas d’indéterminations du type« +o00 —o » ou « — », il
o0

faut dans la plupart des cas mettre le terme dominant en facteur.

Exemples: Les fonctions polynomes ou les fonctions rationnelles. On peut ainsi démontrer qu’en
+o0, la fonction polyndme a méme limite que son terme de plus haut degré et la fonction
rationnelle a méme limite que le quotient des termes de plus haut degré.

» Pour lever I’indétermination d’une expression (somme ou
soustraction) contenant une racine carrée \/_ , 11 suffit dans la
plupart des cas de multiplier par I’expression conjuguée.
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Exemple:

.oAx+1-1 . (Wx+1=1) x (Wx+1+1) . 1 1
lim —— = lim = lim ——— = —
=50 X X0 x(Vx+1+1) 0 (Jx+1+41) 2

5° Théoremes de comparaison

Les théorémes suivants permettent de trouver la limite d’une fonction f (en un point aouen + )
par comparaison a d’autres fonctions u, v, w... dont on connait la limite.

On désigne par £ un réel.

a- Théoréeme des gendarmes

. Si u(x) < f(x) < v(x) pour x proche de a et si u et v admettent la méme limite ¢ en a,
alors lim f(x)= £ .

X—a

De méme :

. Si |f (x)— €| < u(x) pour x proche de a et lim u(x) =0, alors lim f(x)= ¢ .

X—a X—a

Exemple: Limite en + oo de la fonction définie par f(x) = cosx.

, .o -1 COS X 1
Pourtoutxréel: —1<cosx <1 dou: — < < —.
X X

>

D’ou: lim f(x)=0.

X—>+00

b - Comparaison al'infini

* Si u(x) < f(x) pour x proche de a et lim u(x) = + o, alors lim f(x) =+ .

X—a X—a

* Si f(x) < u(x) pour x proche de a et lim u(x) = —oo, alors lim f(x)= —o0 .

X—a X—a

6° Limite d'une fonction composée

Soient a, b et ¢ désignant des réels ou + oo .
Si lim f(x)=b et lirrg g(y)= 71, alors lim gof(x)= /.
X—a y— X—a

Exemple: Etude de la limite en 0 de la fonction f: x — @

Pour tout x non nul, f's’écrit : f(x) = @ =2 x M

2x
) L. o _ . siny _
On applique le théoréme : hrrol (2x)=0c¢et hng —=1,
X—> y—>
done lim 32X _ 1 ot fim fx)=2.
x—0 2X x—0

r -
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7° Limites a gauche et a droite

a - Définition et notation

On dit que f admet £ (fini ou infini) comme limite & gauche en a (a réel), si la restriction de f(x) a
]-0;a]ou]-o ;a[admet £ comme limite en a. On note : lim f(x)= £ ou lim f(x)= ¢ .

X—a
x<a

On définit de méme la limite & droite et on note : lim f(x) = £ ou lim f(x)= ¢ .

Exemple: y

La fonction f définie pour x # 3 par :

fi(x) = XL-:S n’a pas de limite en 3. 0

On dit que f admet - co comme limite a gauche
et + o comme limite a droite.

b - Théoréme

Soit f une fonction définie sur un intervalle 1. Soient a un élément de I ou une borne de I et
¢ désignant un réel ou + oo
Si fest telle que lim f(x) = lim f(x) = £ , alors f admet ¢ comme limite en a.

X—a— X—a+

8° Asymptote a une courbe et branche parabolique

On considére une fonction f définie sur un intervalle I. Soit Cr sa courbe représentative dans un
repére orthonormé.

a- Asymptote a une courbe

7 Asymptote verticale

Si lim f(x) = +0 ou — (aréel), alors la droite d’équation x = a est une asymptote verticale a Cs.

X—a

Exemple: Sif(x)= % , alors lin} f(x) =+, donc la droite d’équation x = 1 est une

asymptote verticale a C¢ au voisinage de +oo.

r L]
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/7 Asymptote horizontale

Dans le cas ou la fonction admet unelimitefinie L quand x tend vers|'infini, on observe que la
courbe représentative de la fonction se rapproche toujours davantage d'une droite horizontale sans
jamais la toucher. On dit quela cour be de la fonction admet une asymptote horizontale.

Si lim f(x) = £ ou lim f(x) = ¢ (/ réel), alors la droite d’équation y = £ est une asymptote

X—>+00

horizontale a Cs.

Exemple: Sif(x)= l+1 ,alors lim f(x)=1. La droite d’équation y = 1 est donc asymptote
X

X—>+00
horizontale a Cr au voisinage de +oo. On remarquera qu’elle est aussi asymptote horizontale a Cr¢ au
voisinage de —oo.

/7  Asymptote oblique

Soienta etb deux réels. Si f(x)=ax+b+ (I)(x) avec lim (I)(x) =0ou lim (I)(x) =0, alors la

droite d’équation y = ax + b est une asymptote oblique a Cs .

2
Exemple: Soit fx)= 2 X o i1+ L ona 1im L=0.
X

X X—t0o X

Donc la droite d’équation y = 2x + 1 est une asymptote oblique a Cy.

b - Branche parabolique

Lorsque lim f(x)= + o0, trois cas peuvent se présenter :

X—>Fo0
/7  Branche parabolique de direction (Oy)
.. f(x) : .
Si  lim —— = £ o0, alors la courbe Cy admet une branche parabolique de direction (Oy).
x>t X

] 1
Exemple: la fonction x > x2 - —
X

/7  Branche parabolique de direction (Ox)

Si  lim fx) = 0, alors la courbe C¢ admet une branche parabolique de direction (Ox)
x>t X

Exemple: la fonction x— 3 \/;+ 1

r L]
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/7  Branche parabolique de direction y = ax

f(x

Si  lim f®) = a (a réel non nul) et si la courbe C¢ n’admet pas d’asymptote, alors Cy admet une
x—t0 X

branche parabolique de direction y = ax.

Exemple: la fonction x — 2x ++/x admet une branche parabolique de direction y = 2x.

c - En conclusion

Si lim f(x) = +oo (a réel) »x = a asymptote verticale a C{
Si lim f(x) = l (0 réel) y = { est une asymptote horizontale a C;
Si lirP f(x)= o et Pisi lirP @ =+w| —®»  C; admet unebranche

parabolique de direction (Oy)

— i lim @ =0 —» C; admet unebranche

X—>to0

parabolique de direction (Ox)

—» si lim @ =a(a=0)et

X—>to0

|y [Si lim [f(x)-ax]=b | —p |y =ax+b est asymptotea C{

X—>+0

Ct admet une branche
|, Si lim [f(x)-ax] = +o0|—p! f )

X—>to0

parabolique de direction y = ax

r L]
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d - Position de la courbe par rapport a I’asymptote

Soient Cr la représentation graphique d’une fonction f d’équation f(x) et C, la représentation
graphique d’une fonction g d’équation g(x).

Pour étudier la position de la courbe Ct par rapport a C, ( au dessus ou au dessous), il suffit
d’étudier le signe de f(x) — g(x) . On notera que une des deux courbes peut étre asymptote de
’autre.

o Sif(x)—g(x) >0 alors Csse trouve au dessus de C, sur I’intervalle donné.
e Sif(x)—g(x) <0 alors Cgse trouve au dessous de C, sur I’intervalle donné.
o Sif(x)=g(x) alors Cy est confondue avec C, sur I’intervalle donné.

II. CONTINUITE

1° Définition d'une fonction continue

Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant a.
» festcontinueen un point asi |im f(x) = f(a)

X —>a

» festcontinuesur I'intervallel si f est continue en tout point a de 1.

Graphiquement, dire que f est continue sur [ signifie que sa représentation graphique ne présente
aucun point de rupture sur I: on peut la tracer « sans lever le crayon ».

Exemples:
y y
\/[
(0] a b X 0] a b X
Cette fonction est continue sur [ a ;b ] Cette fonction n’est pas continue sur[a; b |

Propriétés :
- Toute fonction polyndme est continue sur R.
- Toute fonction rationnelle est continue sur tout intervalle inclus dans son ensemble de définition.

- Les fonctions sinus et cosinus sont continues sur R.
- La fonction racine carrée est continue sur[0;+oo[ .

r L]
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2° Opérations sur les fonctions continues

Si u et v sont continues sur I, alors U+ Vv, U x Vv et U" (n entier naturel non nul) sont continues sur I.

u ) ) . s
— est continue sur les intervalles ou elle est définie.
v

Si la fonction f est continue en a et si la fonction g est continue en f(a) alors la fonction g o f est
continue en a.

3° Exemple de fonction non continue : la fonction partie
entiére

La partie entiere de x, notée E(x) est définie de la
facon suivante :

Si xe[n; n+1[avec n € Z, alors E(x)=n.

Représentation graphique :

YA {

N

0] 1 2 X~
La fonction E(x) est continue sur I’intervalle [0,1[, mais n’est pas continue sur I’intervalle [0,2].

4° Théoreme des valeurs intermédiaires

a- Enoncé

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle 1. Soient a et b deux réels dans 1.
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un réel ¢ compris entre a et b tel que
flc)=k.

y /
f(b
k
f(a) /
Olac C c b x
Ce théoréme est utilisé pour prouver 'existence d'une solution d'une équation du type :  f(x) =k .

r L]
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b - Théoréme de la bijection

Soit f une fonction continue strictement monotonesur [ a; b ] (c’esta diresi f'(x)>0 pour
tout x de [a ; b] ousi f'(x) < O pour toutx de [ a;b]),alors:
y
- Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), (b
I’équation f(x) = k possede une unique solution ¢
dans[a;b]. k
- L’imagede[a;b]parf est’intervalle -_—— _—
[f(a) ; f(b)]. La fonction f réalise en fait une f(a)}- s
bijection de [a; b | sur [ f(a) ; f(b)] si fest :
croissante (ou [ f(b) ; f(a) ] si f est décroissante) . Oja ¢ b x

Remargue : On admet que ce théoréeme se prolonge au cas ou f est définie sur un intervalle ouvert ]
a; b [ (aetb finis ou infinis) ou semi-ouvert (]a ;b]Jou[a ;b[), dans le cas ou les limites de f
aux bornes de I’intervalle sont connues.

% Ce théoréme est utilisé pour prouver l'existence et 1'unicité d'une
solution d'une équation du type f(x) =k .

On peut ensuite calculer une valeur approchée de 1’équation f(x) =k
par dichotomie ou balayage avec la calculatrice.

Théoréme dela bijection réciprogue:

Toute fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I est une bijection de I sur un
intervalle J=f( I) . La bijection réciproque f ' est aussi continue sur J et est monotone et de méme
sens de variation que f.

De plus, les courbes Cy et Cr' sont symétriques par rapport a la droite d'équation y = x dans un
repére orthonormé.

r -
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