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CHAPITRE |

TRIGONOMETRIE

1) Le cercle trigonomeétrique

» Un cercle trigonométrique est un cercl€ de rayon 1 gui esirienté ce qui veut dire qu’'on

a choisi ursens positif (celui des ronds-pointst unsens négatif (celui des aiguilles d’une

montre) :

C

_|_ —

e SoitC un cercle trigonométrique de centre O et |, J dmirts deC tel que(O,GI,EJ) est

un R.O.N. du plan. Alors les axes Ol et OJ subdintide cercle en quatrpiadrants notés :

(), (I1), (1) et (IV) :

an

‘Q‘\ (IIT) (1")
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+ Soit (T) la tangente &en | munie du repér(d,a]), xOR et X(x) O(T) :

N

(T)

N

r
"2
En « enroulant » (T) autour dea partir du point fixe commun | (vers « le hawtans le sens

positif, vers « le bas » dans le sens négatifyainqu’a tout réel x on peut associer un point

uniqueM OC . Nous noteron$ (x) =M cette correspondance.

En remarquant que le périmetre@eaut p = 21t puisque son rayon vaut 1, on a:

Et de maniére généralelx OR  OkOZ f(x +k 2m) =f(x)

En effet, ajoutek (211 & X revient a fair& tours completa partir def (x) =M dans un sens

ou dans l'autre (selon le signe de k) pour retonsbete méme point M que x !
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Ainsi 'ensemble des nombres+k (21 (ou k[0Z) caractérise le point M et donc également
I'angle IOM . De plus six D[O,Zﬂ] alors x est égal a la longueur de 'dM donc tout
nombre de la formex + k (21T est une mesure de la longueur de PBVE & un multiple entier
de 2t prés ! Ceci nous amene a poser la définition sitgva

Définition

Les nombres< +k 21 (ou kJZ) sont les mesures eadians (rd) de I’angle@ et aussi

de l'arc M . Ainsi :

mes@: mesTl\/Iz x* 2kt rd

Exemples :

mesTaJ:g+ Kzt ( K2Z)

mesIOK= T+ kit ( kJZ)

mesﬁL:B—;T+ kit ( kOZ)

Chaque angle a donc

- une infinité de mesures, mais la différence entre deux e®gst toujours un multiple

entier de21t si on mesure en rd, un multiple entier de 360 si on reesudegrés.,
- une seulanesure comprise entre O rdZst rd : c’est laplus petite mesure positive

- une seulanesure comprise entrat rd ettt rd : c’est lamesure principale

Correspondance entre degrés et radiansrd =18C|.

Les transformations se font par uggle de trois

18C¢°=m rd m rd=18C
=" rd  respectivement : 1 rd= 180
180 T
X°= X0 rd x rd=> 180
180 11
Exemples :

0°=0rd, 30°=" rd, 45° =" rd, 60° =2 rd, 90° = rd.
6 4 3 2
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2) Fonctions trigonomeétriques

a) Fonctions sinus et cosinus

» Définitions
Soit xOR et f(x)=MDOC (voir 1)), alors:
o [labscisse de M dans le repe‘(l@,ﬁl,ﬁ\]) est appeléeosinus de Xou cosinus de
'angle |6M) et est notéeos x

o lordonnée de M dans le repé(r@,ﬁl,ﬁ]) est appelésinus de x(ou sinus de

'angle |6M) et est notésin x.

« Ainsidans le repér(ao,ﬁl,a]) on aM(cos X, sin x) c’est-a-dire

|OM = cos X Ol+ sin X10J

Q)]

NF

sin X

» Propriétés immédiates

o Les fonctions sin x et cos x existent pour tout xéeonc

o |[OxOR -1s<sinx<1l et - K COSX |

Ceci est évident puisque le rayon@eaut 1.

0 |[sinx=0<« x=kOt(kOZ) etcosx 0- x:g+ kit( KZ)

En effet d’apres la figure ci-dessus :
sinx=0= M=louM=K = x0O{0,m,21,31,.. ;- 2t &.,}
= x=kOt(kOZ)
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cosx=0= M=JouM= L

= x[U 1—T,1—T+n,]—T+2rr,]—T+ 3t,.. ,E—T[,E— at,..
22 2 2 2 2
Tt

- X:E+kEn(kDZ)

0 Le signe de cos x et de sin x dépend du quadraustldguel se trouve M :

sinx=20 = MO(1)O(I1) = 0+2kms x< 10+ 2kt
sinx< 0 = MO(M)O(IV) = m+2km<x <271+ 2Km

cosxz 0 MO()O(IV) - —’—2T+2kns xs’—2T+ 2kt

cosxs 0= MO( ) O(1n) @]—21+2knsx33—;+2kn

o |OxOR DOkOZ sin(x+2km) =sinxetcof * 2k)= cos:

Ceci découle immédiatement du fait qfi¢x +k (2m)=f(x) et on exprime cette
propriété en disant que les fonctions sinus ehesssonpériodiquesde période 21t.

Remarque
Soit ABC untriangle rectangle en A et x la mesure de I’anglé/BE. En classe de®4

vous avez défintosx et sin x par :
coté adjacent B/ coté opposé A

~ — etsinx= - —.
hypothénuse BC hypothénuse BC

COS X=
A . i .
Montrons que ces définitions, valables uniquement P < x <E’ sont compatibles avec

celles, plus générales, que nous venons de vaitilesant le cercle trigopnométrique. Pour

cela nous allons distinguer deux cas :

1% cas :BC=1
Alors le cercleC de centre B passant par C est J
cercle trigonométrique et en choisisse= | C
convenablement le R.O.N. d'origine B on ¢
_ _ SINX focccccacaaaaa C
cosx= AB etsinx= AC :
— : — BA
Et commeBC =1 on a biencosx= BA=— et
BC q

. X r A I .
Sinxzmzi. B cos X f

BC
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2°cas :BC#1
Prenons par exempIB_C>1 (le casBC<1 étant c
analogue) et notons C' le point ¢BC] tel que
_ o
BC'=1 et A’ le point de [BA] tel que
A(BA'C') est rectangle en A. Comm
AC||A'C' on a d'apres le théoreme de Thalée
xrd I—
BA _BC _ AC B A A
BA' BC' A'C"
BA _BC BA _BA’ _BA'" : .
 —=— « — =— et commecosx=— d’aprés le { cas appliqué au
BA' BC' BC BC' BC'

triangleA(BA'C'), ona biemosx:%. On montre de méme qu:'I::g.

Valeurs remaquables

. LTI m 1 LT m_+/3
Vous avez montré en classe de 4e qm\eé = cosé :—2, guesin—= cosé :—2 et que
Sing: Cosgzizz' Or f(0)=1(1,0) donccosO= letsinG et f (gj:J(O,]) donc
sinlzT: let cosg: (. D’ou letableau des valeurs remarqualdas/ant :
1S 1S 1S T
e a3 2
sin x 0 1 ﬁ ﬁ 1
2 2 2
COSX 1 ﬁ ﬁ 1 0
2 2 2

b) Fonctions tangente et cotangente

Définitions
A partir des fonctions trigonomeétriques principates x et sin x, on définit les fonctions

tangente(notéetan x) etcotangentenotéecot x) par :

sin X COS X
tanx=—— et cotx=——
COS X sin x|

-6 -
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C.E. pour tan xcosx# 0= x¢l2T+ kt, doncD,,, :R\{g+ kn/kDZ}

C.E. pour cot xsinx# 0= x# ki, doncD,,, = R\{kmn/k 0Z}
Interprétation géométrique:

Soient (T) la tangente@au point | et (T’) la tangente@au point J,ED(T) n OM et

E'D(T)n OM :

(T)

Montrons que |E(L,tanX et E( cotx)l dans le cas oM O(l) (voir figure), les

autres cas étant analogues.

DansA(OIE) : MM' =sinx, OM'=cosX, Ol =1 et MM'||El . D’aprés le théoréme de

Thales ona 2M - MM" e 8osx_ sinx - El_ sinX &= nx.
Ol El 1 El 1 cosx

DansA(OJE) : OM"=sinx, M"M =cosX, 0OJ=1et MM"||E'J. D'aprés le théoréme

de Thales on a2 =M™y o Sinx_cosx = E'J COSX. E'J= cotx.
0J E'J 1 E'J 1 sin X

Justification_.géométriqudes domaines de tan x et cot X :

Si ng(n), alors OMn (T)=0 donc E n'existe pas et sk=0(m), alors

OMn (T')=0 donc E’ n'existe pas !

-7 -

www.Achamel.info cours pratiques en ligne



www.Achamel.info cours pratiques en ligne

[1° C,D — math | — Trigonométrie

* Remarques

. 1 . . .
0 Poursinx# Oetcosx# Cona: cotx:t— , Ce qui explique pourquoi la touche
an x

« cot » ne figure pas sur les calculatrices !

o0 tableau des valeurs remarquables :

Tt Tt Tt
X(I’d) 0 E Z g
1 _3
tanx 0 —_—=— 1 3
J3 3 V3
1 _3
cotx 3 1 = 0
V3 J3 3

3) EORMULES

a) Formule fondamentale et ses transformées

* Avec les notations utilisées aux paragraphes pestedV (cos x,sin>§ etM '(cos x,C),

on peut appliquer le théoréme de Pythagore awgtdah(OM'M) rectangle en M’ :

OM” +MM' =OM~ (cosx)* +(sinx*=2=1
e Simplification des notations :
Au lieu d’écrire(sinx)" ,(cos®" ( tan¥', on peut écrire sin" x, co$ x, tafl .

e Avec ces notations simplifiées la relation fondatatens’écrit :

OXOR cos x+ sirf x=

. PourxDR\{]—2T+kn} ona:

siffx _cos x+ sif x_ 1
cos X cod x co5 |

= co3 x:;
cos X 1+ tafd x

o l+tarf x= 1+

o 1l+tarf x=

1 _l+taf x-1 tad x
l+tarf x 1+ tad x I tah

0 sin®x=1-co$ x=

D ol : |[OxOR\I D +kmt  cog x:; sirf X:ta—nzx B tah x———
2 1+ tarf x B taR x cos b
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b) sin(m-x),cof{m- ¥ ,tafmn- X
« Soient xOR, M(cosx,siny et M'(cos(n— X) ,sin(m- >§) alors M et M’ sont

symeétriques par rapport & I'axe OJ donc ils onmi@éme ordonnée et des abscisses
opposées, en d’autres termes :

OxOR  sin(m-x)=sinx cogm- y=- cos

\cos(rr.-x) 0 cos 7

sin(m-x) _ sinx

cog(m- X - cox

i
[ Y pp—
[

e Pour toutxOD,,, on a :tan(m- x) = =-tanx

 Pour toutxOD,,, on a :cot(m-x) = ch)ns((:TT—_;;) = —;cr)])s(x: —-cotx

« Application: ces formules permettent gasser du 2 au 1* quadrant, p.ex. :

sinz—nz sin(n—]—TJ = sinﬂzﬁ
3 3 3

tan>l = tar(n—ﬂjz— tad=-Y3
6 6 6

c) sin(m+x),co{m+ ¥ ,tafm+ X
- Soient xOR, M(cosx,sinX et M'(cos(m+ x) ,sin(m+ X)), alors M et M" sont

symeétriques par rapport a l'origine O donc ils alds ordonnées et des abscisses
opposées, en d’autres termes :

OxOR  sin(m+ x) =-sinx cogm+ ¥=- cos
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J
M
K[ cos(m+x) X vl
E 0
M\ T TTTTTTTTTT Sin(n‘l'X)
L
sin(Tt+ X)  —sinx
Pour toutx 0D, on a :tan(T+ X) = (rr+ %) = SINX i x
cos(m+ X - c@X
COS{TT+ X — X
Pour toutx 0D,,, on a :cot(T+ x) =— (e ¥ =005 X_ corx
sin(m+x)  —shx

Ces deux dernieres formules montrent que les fomgtiangente et cotangensont

périodiques de périodr.

Application: ces formules permettent gasser du 8 au 1°' quadrant, p.ex. :

sin T - sin(n+]_TJ = _sint = 3
3 3 3 2
ool

COS—=CO$TI+— |=— COS =——

4 2
tan7—n: tar(TH]—TJ: taﬂt[:_?)
6 6 6 3

d) sin(-x),cog- 3 ,taf- X

Soientx DR, M (cosx,sin¥® et M'(cos(-x) ,sin(- ), alors M et M’ sont symétriques

par rapport a I'axe Ol donc ils ont la méme abscist des ordonnées opposées, en

d’autres termes :

OxOR  sin(-x)=-sinx

cog- ¥= cos

-10 -
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(110,

I

€0s X = ¢08(-x)

M
L

e Pour toutxOD,, on a:tan(-X) = il)ns((::(()) = _CSC')IQ:(( = - tan x

« Pour toutxOD,,, on a :cot(-x)= cos(~¥) = 05X - _cotx

sin(-x) -sinx
» Ces formules montrent que la fonctioosinusestpaire alors que les fonctionsnus,
tangente et cotangentsontimpaires.

« Application: ces formules permettent gasser du £ au 1°' quadrant, p.ex. :

Exercice1p 25

e) sin[Ei xj,co{iri % ,tarEEJ_r %
2 2 2

 SoientxOR, M(cosx,sin¥, M'(cosx,0), et les imageﬂ\l(co{g+ xj ,sir{g+ %

et N'{O,sin(g+ XD de M et M’ par la rotation de centre O et d’ang®. Comme une

o)

rotation conserve les distances, on a:

OM'=ON' « |cos}= si{g+ % etMM' =NN' < |sinx| =

-11 -
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. _(m . R . .
Or on voit quecosx et sm(5+ x) ont toujours méme signe alors g x et

T . . . .
co {E+ xj ont toujours des signes contraires, d’ou :

OxOR sin(]—21+xj:cosx coEg+ %:— sin

X

P
N sm(2+x)

SINX$=mrmmmmmm e ————

T
cos(z+x)

Pour toutx O D

cot

Pour toutx 0D

tan

ona COI( + XJ

0

Tt
ona :tan(5+ XJ =

(T
sin| —+Xx

(2 J COSX

- =— —cotx
cod My sinx

2

T
cos§ _+ X

{2 J -sinx

=-tanx

sm( +X

Pour toutx JR on a :sin(g— xj :sin(]—21+(—x)j = cos(-X) = cosx.

Pour toutx JR on a :co{]—;— xj:co{]—2T+(— x)j:— sn(-x) = sinx.

Pour toutxOD_,, on a :tan(g— XJ = tan(]—2T+ (- x)} =~-cot(-x) = cotx.

Pour toutxOD,,, on a :co t(g— xj = cot(g+(—x)j =—tan(-x) = tanx.

Application: ces formules permettent de transformer sinus simags et réciproquement !

-12 -
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f) Formules d’addition

. : : tan x+ tany

sin( X = sinxLlcosy- cosXl sin taln & S —
( y) y y a( ))t 1-tanx[tany

sin(x-y) = sinxCcosy- cosK siny

) tan x—tany

cod x+ y)= cosxdcosy sSinX Sin tan
S( )0 y y 6( 1+ tan xtany

cog( x— y)= cosxlcosy sink siny

démonstration:

4

« Dansle R.O.N(O,ﬁl,ﬁ\]) ona: M(cosx,sinX

N(cos( x+ y) ,sir{ x+ Y))

M'{cos&u x} ,sir(g+ xD = M(~ sinx,cosk

D’ot1 : OM = cos x[OI+ sin 0. (1)
ON = cog x+ )OOk sir{ x y0O. (2)
OM’ = —sin x[Dl+ cos xJ0. (3)
Dans le R.0.N(O,OM ,OM’) N(cosy,siny, d'oti : ON = cos yIOM+ sin yJOM (4).
Remplagons (1) et (3) dans (4) :
ON = cos y{IOM+ sin yFIOM'
:cosy( cosxXJOF sin )D—O)H sin(yL sinX Gl co@T)DJ
=coglycos XJOk cos§l sink OJ sirfy sink ®l sifily coSx
=(cosx(osy- sinXIsinyd O( sinX cosy co&k sijly OJ

et en comparant avec (2) il vient :

-13 -
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cog( x+ y)= cosxJcosy sink sinetsin(x+y) = sinx(tosy cosk sin (5).
« Appliquons les formules (5) &-y =x +(-y):
cos( x- y) = cog x(- Y)
=cosxkog— Y- sinXsif- )
=cosxXtosy sinxlsiny
sin(x-y) = sin( x+(-))
=sinx[to{~ Y+ cosxXIsif- )
=sinx[tosy- cosXlsiny

sin( x+
« tan(x+y) :—( y)
cos( x+ Y)
_sinx[€osy+ cosXIsiny
cosx[tosy sinxisiny
3 COSX COSY
COSX COSY
_ tanx+tany
1-tanx[tany
. tan(x-y)=tar x+(- )
_ tanx+ tar(-y)
1-tanxCtar(- y
_ tanx-tany
1+ tanxUtany
Remarques

o Alors que les formules pousin et cos sont valables pour toug,yR, celles

concernantan ne sont valables que si tous les dénominateutsysomuls !
o Toutes les formules qui vont suivre découlent déneent des formules d’addition.

Exercice2,3p 25

g) Formules de duplication

» Expressions dsin 2x et cos 2: en fonction desin x et cos»:

sin2x= 2sin XJcos x

cos2x= co$ x sih K

-14 -
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démonstration :

D’apres les formules d’addition on a :

sin 2x= sin x+ ¥ = sinxJcosx cosX sinx 2sirix co
cos2x= co$ ¥ X= cosK cosx sinX simx dos-x %ir

* On peut exprimecos 2x uniquement en fonction dgn x ou decosx:

CcoS2x= 2c0% x 1 cds x%( 4 cos:

cos2x= + 2siA x= sih x:%( 1 cosZ)x

démonstration :
cos2x= co$ x sifh % cds x( 1 cés)x 2 cos—x d’apreés (a) et de méme :

cos2x= cod x sih x * sih x s x 4 2sin.

. . 2tanx 1~ taR X 2tan x
* [SIN2X=——— C€0S2%¥——-— tan2x———
1+ tart x I tad x t tah b
démonstration :
. oA inXx 1 _ 20anx |, .
sin2x= 2sinxJcosx 2P X[ cds x 2 tar = d’apres (a),
CoS X I tad x % tah :
CoS2x= 2c08 x E—2 g 2-1-tarf x_ F tah > d'aprés (a) et finalement :

1+tarf x I+ tad x I tah

sin2x _ 20tanx _F* tah x 2 tam>
cos2x M tah x % tah x 4 tan

Exercice4,5,6,7,8p 26

tan2x=

OxOR  sin3x= 3sinx 4sii X
cos3x= 4cos x 3cos|

démonstration :

sin3x= sin( 2x+ ¥

=sin 2x[Los» cos 2K sinx d'aprgs)
=2sin beosX]cosx( 1 2sh )>D sinx d'apies
=2sin x[@l— sirf >§+ sinx 2sih x d'aprés)

=2sin x- 2sif x+ sinx 2sih x
=3sin x— 4sin x

-15 -
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cos3x= co$ 2% X
=cos 2xcosx sin 2K sinx d'aprgs)
:(200§ X- ])Dcosx 2sinkl cosX sinx d'ap(eg
=2c0¢ x- cosx 2cosf 4 cbs)x d'ap(es
=2c0S X- cosx 2cos¥ 2cds X
=4c0S x- 3coSsX

Exercice 9 p 26

Formules de factorisation

Ce sont des formules permettantidimsformer des sommes (de fonctions trigopnomeétriques)

enproduits.
. . _p+qQ -q sin(p+ o)
sinp+ sing= Tsik 90 cod”“ tanp tarmp——~
2 2 cosplcos¢
sinp-sing= ﬂco% O Siig;—q
cospt cosg 2 cobrdn cad tarp tanqsm(p— 9
2 2 coslcos(
COSp- COSG - Zsig?D sig;—q

démonstration :

e D’apreés les formules d’addition on a :
sin(x+y)+sin( x- y) = sinxJcosy cosK siny sinX cosy cobn gi= 2[&in x(cos )
sin(x+y) - sin( x- y) = sinxJcosy cosK siny sinX cosy coSbn gi= 2[€0sxsin
etenposanp=x+y etq=x-y : p+Qg=2X < x:¥ etp—-q=2y«~ yzg,

d’ou : sinp+ sing= ﬂsirgmcog;—q et sinp- sing= ﬂco%D siﬁ);—q.

» Les formulescospt cos(se démontrent de maniére analogue.

sinp, sing__sinfilcosg sing cosgosin(p+ 9

e tanpt tancr d’apres (f).
cosp cosq cosld cosq CoBlp cc
. . . . sin( p-
. tanp- tange SNP_ SiNA_ sinflcosg sing cospsin(p- q) dapres ().
Cosp cosq coslpg cosq COSlp cc
Exercice 10 p 27
-16 -
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j) Formules de linéarisation
Ce sont des formules permettantidsformer des produits (de fonctions trigonométriques)

ensommes.

sinx[tosy:%[ sif x Y+ siff x Y]
coschosF%[ cof x Y+ cds x )y

sinx[ﬂ;iny:%[coi x y- cob x )|

démonstration :

D’apres les formules d’addition on a :
sin(x+y) +sin( x- y) = sinxJcosy cosK siny siMX cosy cosHn gi= 205in x(cos )

et en divisant par 2 on obtient la premiere formutedémonstration des deux autres
formules est laissée en exercice.

Remarque
En remplacant y par x dans les deux dernieres flesran retrouve les formules vues en (g) :

cosx[bosx:%[ cos2x 0 = cos xz%[costr I

sin x[&in x:%[ cos@ coBx| = sin’ x:%[l— cos 2}

Ces deux formules sont donc égalementfdesules de linéarisatioh
Exercice 11, 12, 13,14 p 27 - 29

4) Equations trigpnométrigues

a) Trois éqalités fondamentales

* Nous avons déja vu en 2a) que :

sinx=0< x= k[t etcosx 0= x:g+ IEH( avecﬂaZ)

 Soienta,bdR, alors :
sina= sinb- sina sinb 0

o Zsina;zbtbos%b: 0

. a-b at b
<:>S|nT:O ou cosT:(
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= a—-b=2kt ou a b1+ 2k
s a=b+ 2kt ou &nn- B 2k

cosa= cosb- cosa cosb O
o —Zsin%b[sma;b: 0

..a-b .a-b
sin——=0 ou sin——= (
2 2

)

- a;b:kr[ ou ib:kr[
2 2

= a-b=2kt ou a b= 2k
~a=b+2kt ou &=-bB 2k

.« Soienta, bOR \{g+ kn/kDZ}, alors :

tana= tanb- tana tand

sin(fa- b _
cosalcosb
= sin(a- Y= 0
= a—b= kit
= a= b+ kit

A d

« D’ou les égalités suivantes &1 Z :

sina= sinbs & B Kt ou am—- b KR
cosa= cosh- & b K12 ou a— b k2
tana= tanb- & B kit

 Remarques
o Pour I'égalité de deusin ou de deuxos on adeux sériesde solutions alors que pour

'égalité de deuxan on n'a quune seule sérigle solutions!
. T T T
0 sina= cosbe co(si— }a: cosh > = +b 12k GZU' =a +bmzk...

b) Quelques méthodes de résolution d’'une équation trmométrigue

1"® méthode:

Les équations se trouvant sous I'une des troisdempnécédentes se résolvent directement a
'aide de ces formules.

Exemples

e sin3x=si X—E = 3x= X—E+ 2kt ou 3xT- er+ 2k
4 4 4

-18 -
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o 2x:—E+2kn ou 4x:5—n+ 2kt
4 4

T 5m km
= X=——+kIm ou X=—+—
8 16 2
s=J-T kn,5_n+k_n/kDZ
8 16 2

e (COSHx= coS2x b5x 2% 2k ou 5x- 2x 2

= 3x=2kit ou 7x= 2kt
2kt 2kt
=—— O0uU Xx=

~

S:{&T,@/kgz}

3 7

. tan(x—Ej: tar( 4x+1[j S VELLE N TVRLLE™
6 3 6 3

o -3x="+D4km
3

6
o -3x =tk
2
T kit
o X=————
6 3

s:{—Lﬁ[/kDZ}
6 3

2° méthode:
En se servant des formules trigonométriques on pewtipad ramener a 'une des formes
précédentes.

Exemples
e Ccosx+ sin3x= 0~ cosx-— sin3

= COSX= co{]—T+ 3%
2

o x:1—2T+3x+2kn ou x:—g— 3x+ 2kt

o —2x:]—T+2kn ou 4x:—]—T+ 2kt
2 2
T T Kkt

= X=——+KIm ou X=-—+—
4 8 2

s:{—’—T+kn ou —’—T+k—”/kmz}
4 8 2

-19 -
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3

. Zsinx—\/?%: O sinx:7
. . TU

= Sin X= sin—

3

@x:]—T+2kn ou X:T[—]—T+2kl'[
3 3

s:{’_;+ 2m,2_;+ ok /kDZ}

e sSin2x+ 2cosx 0= 2sinkl cos¥X 2cosx
- Zcosx( sin x+ ;tz 0
= coSX=0 ou sinx-1

@x=E+kn ou x=3—n+2kn
2 2

o x=Dhkm
2

s={g+ kT[/kDZ}

3° méthode:

Parfois on peut se tirer d’affaire par un changerdé&nconnue (pour obtenir une équation de
degré supérieur a 1.

Exemple

2sin’ x—sinx— 1= (

en posanty =sin x I'équation devient 2y’ -y-1=0,A=9,y= 1 y'= —%, d’ou :

. . 1 Tt . .TT Tt
sinx=1 ou SinXx-— Xx—+ 2k ouUu Sinx- sk\= sjn—
2 2 6 6

@x:]—T+2kn ou X:—E+2kl'[ ou x:n+E+ 2kt
2 6 6
s={5+ 2kt~ N+ 2kt T 2k /M]Z}
2 6 6

Remarques
» Pour les équations contenant des fractions (faaxou cot), il ne faut pas oublier de
commencer par chercher lesnditions d’existence (C.E.et de vérifier a la fin que

celles-ci sont bien remplies ! Par exemple :

tan 3x= tan», C.E.3x¢E+knetx¢E+ kit x¢]—T+k—]T etx¢E+ kt
2 2 6 3 2

-20 -
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donc D, :R\{’_T+k_”,’_1+ kn/kDZ}
6 32

tan3x= tanxe 3% X k- x:%n@ x kO R ou x:]—2T+ kO R

par conséquers={ kit/ kO Z}

» Parfois on ne demande pas de résoudre une éqdatisfR mais seulement sur un

intervalle de R . On ne retient alors que les solutions de cetvatke (en général en

nombre fini !). Par exemple s'il fallait résoudhéduation précédente S[(D, 211] alors

s={0;m; 2}

Exercice 15p 29

Inéquations trigonomeétriques

Inéquation du type sinx<(>,<.2)a

Pour certaines valeurs de a les solutions soneéied, p. ex.
sinx< 2,8 S=R
sinbx<-4 S=0

 Sia=0on sait que (voirp 5) :

sinx= 0o 2kt x< 11+ 2Kt
sinx< 0« -1+ 2kt x< 2KT

» Sinon on résout d’abord I'équati@n x = a et on voit alors aisément quelles sont les

solutions de l'inéquation en faisant une figura¢etrigonomeétrique).
* Exemplel sin xz%

sinlem sin x= sinEc» x=T—T+ 2kt ou X:T[—T—T+ 2h=5—n+ 2k
2 6 6 6 6

1
sinxz T s={’_g+ 2k sz_E’:+ Zm}

= |a

L

-21 -
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* Exemple 2 sin 2X2%

On résout d'aborgin yzE (voir exemple 1) puis on revient a l'inconnue X :

Ty 2kie y< 24 2lar = T 2kirs 2x< 2N+ 2k
6 6 6 6

- E+knsx35—n+kn
12 12

doncS:{£+ k< sz—T[+ kn}
12 12

b) Inéquation du type cosx<(> < 2) ¢
» Pour certaines valeurs de a les solutions sont évidgntes,
cosx>-9 S=R

sin5x<-1e sin5x=- 1= 5x=3_2n+ 2k s:{%’H zm}

* Sia=0on sait que (voirp 5) :

cosx= 0= —lZT+ 2kt< xs]—2T+ 2kt

cosx< 0= g+ ki< xsg—;+ 2kt

» Sinon on résout d’abord I'équati@o s x= & et on trouve les solutions de 'inéquation en

faisant une figure (cercle trigopnométrique).

NG

* Exemplel :cosxs7

2
COSX=——
2

Tt
< COSX= COSi

V2

K COSX<~——
2

o x="42kn ou x=-1+ 2kt o T 7
4 4 T4

S,

s:{’—T+ oks x< T+ 21«}
4 4

-22.
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* Exemple2 cos3x<

NI

. 2 . : -
On résout d’abord:osys% (voir exemple 1) puis on revient a l'inconnue X :

T 2kms ys7—”+2kn o T olors 3xe ™4 2k
4 4 4 4

2kt m 2kt
X +——
3 12 3

c) Inéguation du type tanx<(><2) &

=

« Sia=0onvoitque:

. R . Tl
tanx= 0= sinx et cosx ont méme sigre 1K <9§+ m kK

: , TT
tanx< 0= sinx et cosx ont des signes opposee2}+ KTt< X < 11+ KTT

» Onrésout d’'abord I'équatiotan x= a et on trouve les solutions de I'inéquation en

faisant une figure (cercle trigopnométrique).

« Exemplel tanx<+/3

T T
tanxzxﬁ?m tan x= tanéc» x:§+ k

/]

g

;

(M

/
1 1
.

tanx 5\/5

]

N

Sz{—E+ kot x< S+ kn}
2 3
-1
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« Exemple2 tan5x<+/3, d'aprés 'exemple 1 :

tanSXS\ﬁB@ —1—T+ kt< 5x31_T+ Kt o _£+k_n< Xg£+k_n
2 3 10 5 15 5

d) Inéquation du type cotx<(><,2) a

e Sia=0ona:

cotx=0- tanx= 0
cotx<0- tanx< Q

* Onrésout d’abord I'équatiocotx = a et on trouve les solutions de l'inéquation en
faisant une figure (cercle trigopnométrique).

* Exemple :cotx<1

Tt Tt
cotx=1l- tanx= l- tanx taizc» zz(n)

cotx<1 J 1

N

L

S:{£+ ki< x< 1+ kr[}

Exercice 16 p 30

- 24 -
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EXERCICES

Calculez sans calculatrice :

a) tan120 e) sin330
. ( 89m . 53
o7 f) sin—
b) sm( 3 j ) 2
471
c) Co{—@j g) tan—-
6 4

37m h) cos(-1680)

d) COtT

L’angle de mesure{l2 rd :

a)

b)

d)

b)

Exprimezl—n2 rd en degrés.

Ecrivezl—z rd de deux facons différentes comme différence de deux angles

remarquables.

Déduisez—ersinﬂ, cosE et ta nE .
12 1 12

Application :

Calculez sans calculatrice

cos105 sinﬁr ta n@ cot —@ cosﬁn sinl1275
12 12 12 12

Calculez les nombres trigopnométriquesateb et dea- b sachant que :
all T[;E[ ,sinaz—l, bO 3—T[;2T[ etcosbzﬁ.

2 2 2 2
Calculez sin x et cos x sachant que :

cos(x- y)=é, sin(x-y) <0, sin y=—§ et cosy> Q.

Calculez les nombres trigpnométriquesateb+ ¢ sachant que :

ald E;T[ etsinazE :bO 3—“;211 etcosbzE .c T[;ir etcoscz—g
2 5 2 5 2 3
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) T
L’angle de mesureg rd :
. T .
a) Exprlmezgrd en degrés.
b) Ecrivezgrd en fonction degrd.
c) Déduisez-en une équation du second degré vériﬁéequs]—; puis résolvez-la.

d) Calculezsing puis ta ng.

e) Calculez sans calculatrice

. ATt 31 6511 51 Lt
sin— cCOS— tan— cot| — COS—
8 8 ( 8 j 16

Calculez sin x et cos x sachant cgie 2x= 0,9¢€ et que0 < sin X< cOS x.

Sans calculer x, calculez les nombres trigpnométdgle 2x sachant que :
3 . 1 .
x O n;7 etsinx= 3 A quel quadrant appartient 2x ?
Calculez :
a) sin4xsachant queéan x= 3 (indication : sin 4x= sin Z12)
b) sin® x+co$ xsachant qusin 2x= 0, (indication :Calculez(cos,‘2 X+ sirf >§2)
a) Exprimez sin 4a et cos 4a en fonction de since®.

(sinx- cos >§2

b) Exprimez en fonction de sin 2x.

(sin x+ cos ¥’

c) Exprimez tan 3a et tan 4a en fonction de tan a.

. ., X .
d) ExpnmezstE en fonction de cos x.

Ecrivez aussi simplement que possible :

X L THEX L TT-X
a) 4S|n§smT Si

3
b) CO{E+ xj— sir{ _B_HJ
4 4

. . 21 . an
C) sinx+sin X+— [+ sin x+—
( 3 j r[ 3j

- 20 -
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d) tan(E + xj tar(E - xj
4 4
e) %(tan( 43+ Y- taff 45~ )j

tan( 45+ y)+ tar{ 45— ¥
tan( 45+ y) - ta{ 45~ ¥

f)
10) Factorisez les expressions suivantes :

a) COS2x— cos)

b) tana- tan4:

c) sin3b+ sin5t

d) sinx-sin2x+ sin3x sin4.

€) COSX+ COS2» C0S3% COS¢

f)  sin5x- sin x+ sin 6>

g) sSiny-2sin3y sin5

h) sinc-sin3c- sin5e sin7

) sinx+siny- sin x+ Y

11) Linéarisezles expressions suivantes :

a) cos3xcos5:

b) cos( 2x- }0sif 3 X

C) sin(E— xj B;in( 2X—1—Tj
4 4

d) sinx[tos2xJsin3:

e) cos x
f)  sin*3x
g) cos x
h) sin® 2x

12) Calculez sans calculatrice:

LT T
a) sin—sin—
12 12

27 -
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. TU 51 7 1M
b) sin— sin— sin— sin—
24 24 24 24

m 13’

COS.— COS —

c) 17 17

3m 5n
COS— + COS—
17

17
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Démontrez les formules suivantes (sans vous préecaes C.E.) :

a) cos(a— b)cos(a by cbs-a Sin

b) sin®a-sirf b= sin(a b)sin@ |

1- tar@ cota siP‘El
2 - 2

©) a 3a
1+tan- cota sSiA—
2 2
d) 1-tany_ sin(x- y} cos(x y
1+tany sin(x+ yp cos(x y
e) cos a sit & cosZ
f) cotx+tan§:_L
sinx

g) cos2X I tanxtan 2=

h) tany+ coty=

sin 2y
) cotx—1_ 1- sin 2x
cotx+1 cos2x
. sin2a+ sina
) tana=
1+cosa+ cos2
K) 1-cos a_ i nz—f
1+cosa z
)] cot4x= 1 - 1
tan x+ tan3x cotx cot3
1 COSX X
m) —_ = tan—
sSinX SsinXx 2

n) cos(x+ y)cos(x y)y sin(x* y)sin(x yF cosz

Cosa

sin 2a ¢
=tan—

1+cosa ¥ cos?2a

p) sin3x= 4sinxsirE]_T— % si,EE+ %
3 3
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14) Ecrivez aussi simplement que possible :

1+ cos 2x

a ——
1-cos2x

b) COS4x— cOS2x sin:
sin 4x+ sin 2x+ cos»
sin9x cos9x

C) +

sin3x cos3x

d) sin2a( cota- cot2f
e) sin(x-y)cos(x+ y)y sin(x y)cos(* ¥y sin2

15) Résolvez les équations suivantes :

1 série

a) co{ 3x—’—TJ— sir{ 2x+’—TJ: 0 dar®
4 3

b) tan2x+tanx= 0  suf af
C) tan2x= cotx dan®

d) sinx+2cosx= 0 dan®
e) 2cos x=1  suf oOf
f) sinx+sin3x= cosx SL{r—n 11]

2° série

a) co{ 2x—]—;j COE 3)(-%}— siE 2X]—;j 361 3x—]:5j: 0  spr,

b) 2cos x- 3sid xcosx 0  sir @]
T T
c) tarf x—(1+\f3) tanx+ 3= 0 S{_E 3}

2

d) sinx+cosx= - dan®

e) 2tar’ 2x+ taf 2x 8tan2x 4 0 sPr -]25}
f) sinx-sin3x= 1 cos2x  syr @f

3° série

a) sin—=0 su{ 1;—}
x-1
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cosx+ cos3x 2cos2x 0  sfr o
2(1+ cos2x) sinx  sur 0y

COS2x+ cos¥ £ sin3%x sin2k sinx

9sin® x-13sif x+ 4& 0 s{—g iﬂ

2sinxsin3x= 1 su I B—H
2 2

Résolvez les inéquations suivantes :

a)
b)

c)
d)

e)
f)
9)
h)

)

NG

COS X< 7 dan®R

tan 4x> \f3 dan®
1+ 2sin3x< 0 dan®

2—-cos3x= 0 danR

2cos2x++/ 3> 0 danR

cotx+1< 0 danR
2cosx+ = 0 dan®
2|cos>f— < 0 dan®

2|sin>4—\ﬁ’>< 0 dan®
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